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Kurzzusammenfassung
Moderne Hochleistungskeramiken wie Si3N4 gewinnen aufgrund ihrer hohen Fes-
tigkeit als Strukturwerkstoff in technischen Anwendungen zunehmend an Bedeu-
tung. Ein Beispiel hierfu¨r sind keramische Walzwerkzeuge beim Drahtwalzen. Die
Erweiterung des Einsatzgebietes keramischer Werkstoffe auf derartige zyklisch
beanspruchte Anwendungen erfordert Auslegungsmethoden, die die Ermu¨dungs-
effekte im Werkstoff betrachten. Die Auslegung keramischer Bauteile beruht auf
probabilistischen Methoden, mit denen die fu¨r Keramik typische Streuung von
Festigkeit und Lebensdauer beru¨cksichtigt werden kann. Ein numerisches Werk-
zeug zur Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit ist das Programm STAU, das
als Post-Prozessor einer Finite-Elemente Analyse fungiert.
Das Ziel der Arbeit ist es, die vorhandenen Auslegungsmethoden in Hinblick auf
Ermu¨dung zu erweitern und anhand eines Beispiels anzuwenden. Hierfu¨r wird
die Versagensbeschreibung auf der Grundlage einer empirischen Beschreibung fu¨r
zyklisches Risswachstum erweitert und in das Programm STAU implementiert.
Die Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit erfolgt auf der Basis von zyklischen
Lastkollektiven, die anhand der Ergebnisse der FE-Analyse automatisch ermittelt
werden. Damit ko¨nnen komplexe zyklische Lastgeschichten effizient abgebildet
und verarbeitet werden.
Die neu entwickelten Methoden werden anhand eines Kontaktermu¨dungsbeispiels,
einem Wa¨lzversuch mit einer Si3N4-Rolle, angewendet. Hierbei treten Risse an
der Rollenoberfla¨che auf, die eine Beeintra¨chtigung der Funktionalita¨t darstel-
len. Die Wahrscheinlichkeit der Bildung einer bestimmten Rissdichte an der Rol-
lenoberfla¨che wird mit STAU vorhergesagt. Ein Vergleich der Vorhersagen mit
experimentellen Ergebnissen des Wa¨lzversuchs zeigt, dass die Scha¨digung quan-
titativ auf Basis der Versagensbeschreibung vorhergesagt werden kann, wenn die
Vorhersage fu¨r zyklisches Risswachstum erfolgt. Durch die Beru¨cksichtigung von
Ermu¨dung in der Zuverla¨ssigkeitsanalyse wird die Grundlage fu¨r die Anwendung
hochfester keramischer Werkstoffe in komplexen zyklisch beanspruchten Bautei-
len geschaffen.
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Abstract
High-strength ceramics like Si3N4 have been established as structural materials for
a number of technological applications. However, these materials exhibit fatigue
which is a limiting factor for components under cyclic loading, e.g. ceramic rolling
tools. Including fatigue effects in the design and failure assessment is therefore
neccessary for successful use of such components. The reliability assessment for
ceramics is based on probabilistic methods accounting for the scatter in strength
and lifetime which is a consequence of the brittle failure behaviour. The failure
probability of a component can be determined numerically using the code STAU,
which acts is a post-processor for the results of a finite-element analysis.
In the present work, the probabilistic failure model will be extended to cover
not only time-dependent failure due to subcritical crack growth but also fatigue
under cyclic loading conditions. The new methods will be verified by means of a
typical application. The failure analysis will be implemented in STAU based on
an empirical law for cyclic crack propagation. In order to simplify the analysis
especially for complex load histories, the calculation of the failure probability is
carried out for repeated blocks of cyclic loading which are identified from the
finite-element results.
The extended probabilistic analysis is demonstrated for a rolling contact fatigue
test on Si3N4. In this case, failure is characterized by the continuous formation
of cracks on the surface of the roll. The probability that cracks with a given
density evolve on the roll after a given number of cycles is predicted by STAU.
A comparison with the experimental results shows, that the surface failure can
only be predicted if fatigue effects are accounted for in the analysis. Thus, the
probabilistic analysis presented in this work contributes essentially to the future
application of ceramics under complex cyclic loading.
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1 Einleitung
Motivation und Zielsetzung
Keramische Werkstoffe haben sich im Laufe der letzten 25 Jahre in einer beein-
druckenden Vielzahl von technologischen Anwendungen etabliert. Als Funktions-
werkstoffe sind sie heutzutage in den Bereichen Aktorik und Sensorik unverzicht-
bar und werden in hoher Stu¨ckzahl produziert. Auch in strukturmechanischen
Anwendungen sind technische Keramiken mittlerweile stark verbreitet und wer-
den ha¨ufig dort eingesetzt, wo metallische Werkstoffe an ihre Grenzen stoßen.
Ein bekanntes Beispiel hierfu¨r sind ku¨nstliche Hu¨ftgelenke in der Medizintech-
nik. Daran wird deutlich, dass keramische Werkstoffe selbst im sensibelsten aller
Systeme, dem menschlichen Ko¨rper, zuverla¨ssig einsetzbar sind.
Im Bereich der ’klassischen’ Anwendungen des Maschinenbaus werden technische
Keramiken vor allem aufgrund ihrer Temperaturbesta¨ndigkeit, chemischen Inert-
heit und gu¨nstigen tribologischen Eigenschaften eingesetzt. Hierbei haben sich je-
ne Werkstoffe nachhaltig durchgesetzt, die neben diesen Eigenschaften zusa¨tzlich
auch eine hohe Festigkeit bieten. Als Referenzwerkstoff ist hierbei an erster Stelle
Siliziumnitrid (Si3N4) zu nennen, das sich vor allem auf Grund seiner hervor-
ragenden Hochtemperatureigenschaften etabliert hat. Die hohe Festigkeit ist im
wesentlichen auf Fortschritte in der Erho¨hung der Rissza¨higkeit zuru¨ckzufu¨hren,
was durch mikrostrukturelle Versta¨rkungsmechanismen an den versagensbestim-
menden natu¨rlichen Fehlern im Material erreicht wird.
Die Grenzen hochfester keramischer Werkstoffe zeigen sich ha¨ufig bei Kontakt-
problemen in Kombination mit u¨berlagerter Friktion, bei denen stark lokalisierte
Zugspannungen zur Bildung von Rissen an der Oberfla¨che fu¨hren. Fu¨r Si3N4
wurde dies bereits in den 90er Jahren an Wa¨lzlagern umfassend untersucht. Ein
neueres Beispiel sind Scha¨den an Si3N4-Rollen, die als Walzwerkzeuge bei der
Herstellung hochfester Dra¨hte Hartmetallrollen ersetzen sollen. Im Fall derar-
tiger zyklischer Beanspruchung treten Ermu¨dungseffekte des Materials in den
Vordergrund, die eine zeitabha¨ngige Festigkeitsreduktion bewirken.
Ermu¨dungseffekte sind bei keramischen Werkstoffen auf das langsame Wachsen
der versagensrelevanten natu¨rlichen Fehler zuru¨ckzufu¨hren. Unter statischer Last
tritt unterkritisches Risswachstum auf, welches ein chemisch aktivierter Prozess
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ist. Unter zyklischer Beanpruchung treten Verschleißeffekte der mikrostrukturel-
len Versta¨rkungsmechanismen in den Vordergrund, so dass die natu¨rlichen Fehler
in Abha¨ngigkeit der Zyklenzahl wachsen. Somit sind die Mechanismen, die eine
Erho¨hung der Rissza¨higkeit und die damit verbundene hohe Festigkeit bewirken,
maßgeblich fu¨r die Ermu¨dung des Werkstoffs verantwortlich. Fu¨r die Auslegung
und das Design hochfester keramischer Bauteile hat dies zur Konsequenz, dass
das Risswachstum bzw. die Festigkeitsreduktion unter zyklischer Last besonderer
Aufmerksamkeit bedarf.
Fu¨r die Auslegung keramischer Bauteile haben sich probabilistische Methoden
etabliert, mit denen die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Bauteils auf Basis der
Weibull-Theorie bestimmt werden kann. Hiermit ko¨nnen Streuung und Gro¨ßen-
effekte von Festigkeit und Lebensdauer, die auf die Spro¨digkeit der Keramik
zuru¨ckgehen, beru¨cksichtigt werden. Fu¨r komplex beanspruchte Bauteile existie-
ren numerische Werkzeuge wie z.B. das Programm STAU, das als Post-Prozessor
einer Finite-Elemente Spannungsanalyse eingesetzt wird und aus der Spannungs-
verteilung Ausfallwahrscheinlichkeiten ermittelt. Bislang kann die zeitabha¨ngige
Vera¨nderung der Risspopulation in STAU mit einem Ansatz fu¨r unterkritisches
Risswachstum natu¨rlicher Fehler beru¨cksichtigt werden. Hiermit werden jedoch
unter zyklischer Beanspruchung nicht-konservative Vorhersagen getroffen, falls
der Werkstoff wie im Fall von Si3N4 zyklische Ermu¨dungseffekte aufweist. Daher
ist es mit Blick auf die zunehmende Verbreitung hochfester Keramiken erforder-
lich, zyklisches Risswachstum auch in STAU zu beru¨cksichtigen.
Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Zuverla¨ssigkeitsbewertung in STAU im Hinblick
auf Ermu¨dung unter zyklischer Belastung zu erweitern. Hierfu¨r wird eine Versa-
gensbeschreibung unter Verwendung eines geeigneten empirischen Ansatzes fu¨r
zyklisches Risswachstum erarbeitet und in STAU integriert. Die wichtigste Auf-
gabe hierbei ist die Erfassung komplexer zyklischer Lastgeschichten und deren
Verarbeitung innerhalb der vorhandenen Programmstruktur. Die neu erarbeite-
ten Methoden werden anhand eines Beispiels angewendet und mittels experimen-
teller Daten evaluiert.
Als Anwendungsbeispiel wird ein Wa¨lzversuch vorgestellt, der im Rahmen ei-
nes Sonderforschungsbereichs1 zur Charakterisierung von Si3N4 als Werkstoff fu¨r
Walzwerkzeuge verwendet wird. Als Kontaktproblem stellt dieser Versuch ein
geeignetes Beispiel fu¨r ein komplex beanspruchtes Bauteil dar mit dem Vorteil,
dass die Belastungsrandbedingungen definiert und mo¨gliche Abweichungen mess-
bar sind. Auf dieser Basis ko¨nnen mittels der STAU-Analyse wesentliche Ein-
1SFB 483: Hochbeanspruchte Gleit- und Friktionssysteme auf Basis ingenieurkeramischer
Werkstoffe
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flussgro¨ßen hinsichtlich der Ermu¨dung identifiziert und vor dem Hintergrund der
experimentellen Ergebnisse bewertet werden. Damit liefert die vorliegende Arbeit
den Grundstein fu¨r die U¨bertragung der probabilistischen Auslegungsmethoden
auf zyklisch belastete, hochfeste keramische Bauteile unter rauen Einsatzbedin-
gungen.
Kurzu¨bersicht der Arbeit
Im zweiten Kapitel werden die Ermu¨dungsmechanismen keramischer Werkstoffe
und verschiedene pha¨nomenologische Risswachstumsbeschreibungen vorgestellt.
Daru¨ber hinaus werden spezielle Aspekte im Bezug auf Kontaktermu¨dung be-
handelt.
Das dritte Kapitel bescha¨ftigt sich mit der vorhandenen probabilistischen Theorie
zur Zuverla¨ssigkeitsbewertung und deren Implementierung in STAU. Hier wird
insbesondere auf die vorhandenen Routinen zu unterkritischem Risswachstum
sowie zu Spannungsgradienten eingegangen.
Im vierten Kapitel wird die Erweiterung der Versagensbeschreibung im Bezug
auf zyklisches Risswachstum dargelegt. Ein besonderes Augenmerk gilt hier der
Erfassung komplexer Lastkollektive und deren Verarbeitung im Rahmen der in
STAU vorhandenen Programmstruktur.
Das fu¨nfte Kapitel widmet sich den zyklischen Risswachstumseigenschaften der
im Wa¨lzversuch verwendeten Si3N4-Variante SL200. Dabei werden Pooling-Strate-
gien eingesetzt, um Unsicherheiten in den hierbei erhaltenen Parametern zu re-
duzieren.
Im letzten Kapitel wird die Zuverla¨ssigkeitsanalyse anhand des Wa¨lzversuchs
vorgestellt. Den Schwerpunkt stellt neben der Finite-Elemente Analyse die Le-
bensdauervorhersage mit STAU dar. Die Vorhersagen werden im Hinblick auf
wichtige Einflussgro¨ßen sowie bruchmechanische Aspekte diskutiert.
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Das Versagen keramischer Werkstoffe1 ist durch spro¨des Verhalten, also plo¨tz-
lichen katastrophalen Bruch ohne nennenswerte plastische Verformung gekenn-
zeichnet. Die Festigkeit wird von Fehlern im Material bestimmt, die in der Re-
gel durch den Herstellungsprozess oder spa¨tere Bearbeitungsschritte eingebracht
werden und die bruchmechanisch als Risse beschrieben werden ko¨nnen. Fehler,
die im Volumen auftreten, sind Poren bzw. poro¨se Bereiche, Agglomerate, Ein-
schlu¨sse oder Korngrenzen. Typische Beispiele fu¨r Oberfla¨chenfehler sind Kratzer,
Kavita¨ten oder durch Kontakt verursachte Risse [3]. Die charakteristischen Ab-
messungen der Fehler liegen im mikroskopischen/submikroskopischen Bereich, je
nach Werkstoff zwischen unter 10 µm und einigen 100 µm.
Neben spontanem Versagen treten bei keramischen Werkstoffen auch zeitab-
ha¨ngige Versagensmechanismen wie unterkritische Rissausbreitung, Ermu¨dung
bei zyklischer Last sowie Kriechen bei ho¨heren Temperaturen auf. Die Mecha-
nismen, die zu Ermu¨dung fu¨hren, sind eng mit den Mechanismen zur Erho¨hung
der Rissza¨higkeit von Keramik verbunden. Die Konzepte solcher Versta¨rkungs-
mechanismen und das Rissausbreitungsverhalten werden daher im folgenden Ab-
schnitt ausfu¨hrlicher erla¨utert.
2.1 Versta¨rkungsmechanismen und R-Kurvenverhalten
Fu¨r keramische Werkstoffe existiert eine Vielzahl von Strategien zur Erho¨hung
der Rissza¨higkeit [4, 5]. Hierbei kann zwischen intrinsischen und extrinsischen
Ansa¨tzen unterschieden werden [6]. Intrinsische Mechanismen beruhen auf ei-
ner Erho¨hung der Rissza¨higkeit durch mikrostrukturelle Prozesse in der Na¨he
der Rissspitze, wie z.B. Mikrorissbildung. Die erfolgreicheren extrinsischen Me-
chanismen beruhen dagegen auf energiedissipativen Prozessen, die nicht direkt
an der Rissspitze wirken. Die wichtigsten Mechanismen im Bezug auf moderne
Hochleistungswerkstoffe sind dabei spannungsinduzierte martensitische Phasen-
umwandlung und Rissu¨berbru¨ckung (bridging).
1Allgemeine Abhandlungen zum Versagensverhalten und zur Bruchmechanik spro¨der Werk-
stoffe finden sich z.B. in den Lehrbu¨chern von D. Munz und T. Fett [1] und B. Lawn [2].
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(a) (b)
(c)
Abbildung 2.1: Grundtypen der Rissu¨berbru¨ckung: (a) elastische (intakte)
Bru¨cken, (b) Reibbru¨cken und (c) Verhakung (nach [7]).
Rissu¨berbru¨ckung beruht auf der Interaktion von Rissufern, wodurch eine Kraft-
u¨bertragung und damit verbunden eine Abschirmung der Rissspitze erfolgt. Hier-
bei kann zwischen elastischen Bru¨cken, Reibbru¨cken und Verhakungen unter-
schieden werden (siehe Abb. 2.1) [7]. Elastische Bru¨cken beruhen auf intakten
oder elongierten Ko¨rnern, die a¨hnlich wie bei faserversta¨rkten Werkstoffen den
Riss vollsta¨ndig u¨berbru¨cken. Reibbru¨cken sind typisch fu¨r grobko¨rnige polykris-
talline Keramiken, bei denen große Ko¨rner der gegenu¨berliegenden Rissflanken
interagieren, sie treten aber auch in feinko¨rnigen Gefu¨gen wie Si3N4 auf.
Versta¨rkungsmechanismen ko¨nnen bruchmechanisch durch den K-Faktor Ksh
(’shielding’-Term) beschrieben werden, der dem durch eine a¨ußere Last aufge-
brachten K-Faktor KIappl entgegenwirkt. Somit ergibt sich fu¨r die Rissspitze der
Spannungsintensita¨tsfaktor KItip = KIappl −Ksh. Die Abschirmung der Rissspit-
ze ist abha¨ngig von der Gro¨ße der Prozesszone der Versta¨rkungsmechanismen,
so dass sich Ksh mit zunehmender Rissla¨nge erho¨ht. Dies bewirkt eine anstei-
gende Risswiderstandskurve (R-Kurve) KR, deren typischer Verlauf in Abb. 2.2
dargestellt ist.
Das Rissausbreitungsverhalten kann anhand von Abb. 2.2 fu¨r einen Fehler der
Anfangsgro¨ße a0 in Abha¨ngigkeit der Last σ aufgezeigt werden. Der Verlauf von
KIappl u¨ber der Rissla¨nge ergibt sich jeweils fu¨r unterschiedliche Werte σ gema¨ß
KIappl = YIσ
√
a. Die Kurven KIappl,0 und KIappl,c stellen dabei die U¨berga¨nge
zu stabiler bzw. instabiler Rissausbreitung dar. Stabile Rissausbreitung tritt ein,
wenn KIappl > KIappl,0 ist, so dass der untere Schwellwert (KI0) der R-Kurve
u¨berschritten wird. Der Riss wa¨chst stabil, solange KIappl unter der KIappl,c-Kurve
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K
aa0 ac
KI0
KR
KIappl,0
KIappl,c
Abbildung 2.2: Exemplarische Darstellung des Rissausbreitungsverhaltens bei
Werkstoffen mit R-Kurveneffekt.
liegt. Im Fall von KIappl,c kommt es bei ac zu instabilem Risswachstum, da hier
die Tangentenbedingung
KIappl = KR
∂KIappl
∂a
=
dKR
da
(2.1)
erfu¨llt ist ([1], S.23).
Die Auswirkung des R-Kurveneffekts auf kurze Risse, die in der Gro¨ßenord-
nung natu¨rlicher Fehler liegen, ist in Abb. 2.3 dargestellt. Hierzu sind die KIappl-
Verla¨ufe fu¨r zwei Spannungen σ(1) und σ(2) aufgetragen. Fu¨r die flach ansteigende
R-Kurve (KR,1) wa¨chst der Riss a0 bereits beim Spannungsniveau σ
(1) bei U¨ber-
schreiten von KI0 instabil, so dass sich die Versta¨rkungseffekte in diesem Fall nicht
auswirken. Im Fall einer steil ansteigenden R-Kurve (KR,2) wird die Tangenten-
bedingung erst bei einer ho¨heren Last σ(2) erfu¨llt. Die Festigkeit des Werkstoffs
wird also durch eine steil ansteigende R-Kurve (wie im Fall Si3N4) erho¨ht, da sich
die Versta¨rkungsmechanismen in diesem Fall bereits auf kleine natu¨rliche Fehler
auswirken.
2.2 Unterkritische Rissausbreitung
Unter unterkritischem Risswachstum versteht man zeitabha¨ngiges langsames
Risswachstum bei Beanspruchungen, die nicht zu instabiler Rissausbreitung fu¨h-
ren. Unterkritisches Risswachstum ist auf chemisch aktivierte Prozesse an den
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K
a
KI0
KR,2
a0
KR,1
σ (1)σ (2) 
Abbildung 2.3: Einfluss des R-Kurvenverlaufs auf das Versagensverhalten kurzer
(natu¨rlicher) Risse.
mechanisch belasteten Atomen der Rissspitze zuru¨ckzufu¨hren. Dieser Prozess ist
temperaturabha¨ngig und wird insbesondere durch Wasser begu¨nstigt [8].
Grundsa¨tzlich kann das Risswachstumsverhalten vieler keramischer Werkstoffe
durch die in Abb. 2.4 beschriebene Kurve dargestellt werden. Hierbei unterschei-
det man drei Bereiche, wobei es einen Schwellwert Kth gibt, unter dem kein Riss-
fortschritt auftritt (Bereich 0). Im Bereich I ha¨ngt die Risswachstumsgeschwin-
digkeit v in hohem Maße vom Spannungsintensita¨tsfaktor KI an der Rissspitze
ab. Die Abha¨ngigkeit v-KI kann hier durch ein Potenzgesetz beschrieben werden:
v =
da
dt
= Au ·KInu . (2.2)
Au und nu sind materialspezifische Parameter, die zur spa¨teren Unterscheidung
mit dem Index ’u’ gekennzeichnet werden. Der Risswachstumsexponent nimmt
typischerweise Werte nu > 15 ([1], S.77) an. Die Risswachstumsparameter variie-
ren mit der Temperatur und dem Umgebungsmedium.
In vielen Fa¨llen tritt ein Plateau (Bereich II) auf, welches auf den begrenzten
Transport von Wasser zur Rissspitze zuru¨ckzufu¨hren ist. Die Ho¨he des Plate-
aus ha¨ngt damit stark vom Umgebungsmedium ab. Eine Erho¨hung der relativen
Luftfeuchtigkeit bewirkt z.B. eine Anhebung des Plateaus bei Glas [9]. Im Bereich
III kommt es zu einer starken Erho¨hung der Risswachstumsgeschwindigkeit und
schließlich zu instabilem Risswachstum.
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lg KI
lg(da/dt)
KIc
0
I
III
II
Kth
Abbildung 2.4: Schematische Darstellung der log v− logKI-Kurve fu¨r unterkriti-
sches Risswachstum.
2.3 Zyklische Rissausbreitung
Langsames Risswachstum tritt bei einer Vielzahl von keramischen Werkstoffen
nicht nur unter statischer, sondern auch unter zyklischer Last auf. Bei einigen
spro¨den Materialien, wie z.B. Glas, kann der Ermu¨dungseffekt auf den quasi-
statischen Belastungsanteil und somit auf unterkritisches Risswachstum zuru¨ck-
gefu¨hrt werden [10]. Um zu zeigen, dass bei einem Material ein zyklischer Effekt
vorliegt, ko¨nnen Vorhersagen auf Basis der unterkritischen Parameter mit experi-
mentellen Daten verglichen werden. Ein Beispiel hierfu¨r ist in Abb. 2.5 fu¨r Al2O3
gezeigt [11]. In diesem Fall liegt ein echter Ermu¨dungseffekt vor und die Lebens-
dauer wird durch die Vorhersage auf Basis von quasi-statischen Mechanismen
stark u¨berscha¨tzt.
Eine typische Risswachtumskurve ist in Abb. 2.6 dargestellt. Die Risswachstums-
rate v = da/dN wird hier in Abha¨ngigkeit der zyklischen Belastungsgro¨ße ∆KI
(∆KI = KI,max − KI,min) angegeben. Analog zu unterkritischem Risswachstum
kann v im Bereich I durch ein Potenzgesetz der Form beschrieben werden:
da
dN
= A (∆KI)
n . (2.3)
Bereich II ist durch stark ansteigende Werte fu¨r v gekennzeichnet und es kommt
zu instabiler Rissausbreitung fu¨r KI,max → KIc. Ein unterer Schwellwert (Bereich
0) wird beobachtet, wenn die Risswachstumskurve an makroskopischen Rissen
8
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Abbildung 2.5: Lebensdauerergebnisse Al2O3 und Vorhersage (durchgezogene Li-
nie) auf Basis von unterkritischem Risswachstum (aus [11]).
lg ∆KI
lg(da/dN)
I
II
0
KI,max→KIc
∆Kth
t
∆KI
K(t)
KI,max
KI,min
(a) (b)
Abbildung 2.6: (a) K-Verlauf bei zyklischer Belastung; (b) Zyklische Risswachs-
tumskurve.
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gemessen wird (z.B. [12]). Bei natu¨rlichen Fehlern wird in der Regel kein unterer
Schwellwert ∆Kth beobachtet (siehe z.B. [13]).
Typischerweise ha¨ngt die Risswachstumsrate bei Keramiken sta¨rker von KI,max
als von ∆KI ab. Dies wird durch Gl. (2.4) ausgedru¨ckt, wobei gilt: p q.2
da
dN
= C (∆KI)
p (KI,max)
q (2.4)
2.3.1 Ermu¨dungsmechanismen
Der Ermu¨dungseffekt bei zyklischer Belastung ist auf die Degradation von Ver-
sta¨rkungseffekten der Mikrostruktur zuru¨ckzufu¨hren. Dabei sind vorrangig die
Reibbru¨cken betroffen, deren Kraftu¨bertragungsvermo¨gen mit zunehmender Zy-
klenzahl abgebaut wird. Dies ist auf Verschleiß zwischen den bru¨ckenbildenden
Ko¨rnern zuru¨ckzufu¨hren, welcher aufgrund der wechselnden Belastung und der
damit verbundenen Relativbewegung verursacht wird. Dies wurde erstmals von
Lathabai et al. [15] mittels in-situ Rasterelektronenmikroskop-Analysen an Al2O3
experimentell nachgewiesen. Einige Studien zeigen auch, dass ein Zusammenhang
zwischen Ermu¨dung und interkristallinem Rissfortschritt besteht [16, 17]. Im Falle
von transkristallinem Rissfortschritt wurde kein Unterschied zwischen statischer
und zyklischer Belastung gemessen, was auf die Abwesenheit von Reibbru¨cken
zuru¨ckgefu¨hrt werden kann.
Eine Beschreibung des Risswachstumsverhaltens auf Basis des Verschleißansat-
zes wurde von Dauskardt [18] vorgestellt. Das Modell basiert auf der Bru¨cken-
spannung eines einzelnen ausgelo¨sten Korns in einer umgebenden Matrix (Abb.
2.7). Die Bru¨ckenspannung p(u) ha¨ngt von der Kontaktfla¨che des Korns, die von
der Risso¨ffnung abha¨ngt, der Druckeigenspannung σR und dem Reibkoeffizienten
µ ab. Bei zyklischer Last wird das Volumen des Korns durch Verschleiß reduziert,
wodurch die Normalkraft (bzw. die Eigenspannung) zwischen Korn und Matrix
abnimmt. Dadurch wird die vom Korn u¨bertragene Bru¨ckenspannung p(u) redu-
ziert.
Die Degradation der Bru¨ckenspannung der einzelnen Ko¨rner fu¨hrt zur Abnahme
des shielding-Terms Ksh, so dass der K-Faktor KItip = KIappl−Ksh zunimmt, was
zu weiterer Rissausbreitung fu¨hrt. Somit liegt ein stationa¨rer Prozess vor, bei dem
ein Gleichgewicht zwischen der Bildung von Bru¨cken mit der Rissausbreitung da
und des zyklischen bzw. zeitabha¨ngigen Abbaus von Ksh mit dt vor [19]:
dKsh =
∂Ksh
∂a
da +
∂Ksh
∂t
dt = 0 . (2.5)
2Fu¨r metallische Werkstoffe gilt: p q [14]
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p(u)
u
σR
I II
Degradation
2u
σR
(a)
(b)
Abbildung 2.7: (a) Modell eines Rissu¨berbru¨ckenden Korns; (b) Degradation der
Bru¨ckenspannung p(u), Bereich I: Ablo¨sen des Korns, Bereich II:
Herausziehen des Korns (nach [18]).
Mit dieser U¨berlegung kann die starke Abha¨ngigkeit der Risswachstumsrate von
Kmax grundsa¨tzlich erkla¨rt werden. Im zyklischen Fall ist der Risssfortschritt
durch die gleichen Mechanismen wie im statischen Fall, also durch KI,max, be-
stimmt [20]. Durch den Abbau der Versta¨rkungseffekte wird der effektive Span-
nungsintensita¨tsfaktor erho¨ht, so dass sich die risstreibende Kraft sta¨rker erho¨ht
als im quasi-statischen Fall.
2.3.2 Wichtige Einflussgro¨ßen
Wie im vorigen Abschnitt gezeigt stellt der Abbau von Rissu¨berbru¨ckungen den
wesentlichen Ermu¨dungsmechanismus fu¨r einen Großteil der keramischen Werk-
stoffe dar. Da die Bru¨cken stark von der betrachteten Werkstoffvariante und der
Mikrostruktur abha¨ngig sind, ko¨nnen allgemeingu¨ltige Aussagen u¨ber Einflu¨sse
auf das Ermu¨dungsverhalten nur schwer getroffen werden. In diesem Abschnitt
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sollen daher einige generelle Einflussgro¨ßen, die fu¨r die Modellierung zyklischer
Rissausbreitung relevant sind, aufgezeigt werden.
Umgebungsmedium
Der zyklische Ermu¨dungsmechanismus kann grundsa¨tzlich als rein mechanischer
Effekt aufgefasst werden. Dies zeigen experimentelle Untersuchungen an Si3N4
[21, 22], bei denen Rissfortschritt unter zyklischer Last im Vakuum beobachtet
wurde. Im Allgemeinen ha¨ngt die zyklische Risswachstumsrate jedoch in hohem
Maße vom ’statischen’ Anteil (KI,max) des Rissfortschritts ab. Somit wirken sich
die Mechanismen, die unterkritisches Risswachstum bewirken, in a¨hnlich starker
Form auch auf die zyklische Ermu¨dung aus. Dies zeigt sich vor allem am Einfluss
von Wasser. Beispielsweise wurde in Studien an Si3N4 [22, 23] eine Abha¨ngigkeit
des Wasseranteils im Umgebungsmedium nachgewiesen. Ein ho¨herer Wasseran-
teil fu¨hrt dabei zu ho¨heren Risswachstumsraten, die die im Vakuum gemessenen
Werte um mehrere Gro¨ßenordnungen u¨berschreiten [22].
Temperatureinfluss
U¨ber die Temperaturabha¨ngigkeit des Ermu¨dungseffekts ko¨nnen nur bedingt all-
gemeine Aussagen getroffen werden. Man kann davon ausgehen, dass das Riss-
wachstumsverhalten bis zur Glasu¨bergangstemperatur der Glasphase durch die
statischen (temperaturabha¨ngigen) Risswachstumsvorga¨nge und die Degradation
der Bru¨ckenspannungen bestimmt wird und somit werkstoffspezifisch variiert.
Bei Temperaturen u¨ber 1000°C wird ha¨ufig eine geringere zyklische Risswachs-
tumsrate als im statischen Fall beobachtet. Dies kann u¨berwiegend auf die Vis-
kosita¨t der Glasphase zuru¨ckgefu¨hrt werden, die in diesem Temperaturbereich
einen zusa¨tzlichen U¨berbru¨ckungseffekt der Rissufer bewirkt [24, 25]. Aufgrund
der Fließeigenschaften tritt dieser Versta¨rkungseffekt nur bei (schnell) wechseln-
der Beanspruchung auf. Daher erkla¨rt sich auch die Frequenzabha¨ngigkeit im
Ermu¨dungsverhalten, die z.B. fu¨r Si3N4 [26] beobachtet wurde.
2.3.3 Risswachstumsbeschreibung
Die zyklische Risswachstumsrate da
dN
im Bereich I (Abb. 2.6) kann durch ein
Potenzgesetz wie in Gl. (2.3) bzw. Gl. (2.4) beschrieben werden.
Mit der Definition des R-Verha¨ltnis
R =
KI,min
KI,max
(2.6)
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kann Gl. (2.3) in Abha¨ngigkeit von KI,max geschrieben werden:
da
dN
= A · (∆KI)n = A∗ ·
(
∆KI
KIc
)n
(2.7)
da
dN
= A(1−R)n · (KI,max)n = A∗(1−R)n ·
(
KI,max
KIc
)n
. (2.8)
Dabei sind n und A bzw. A∗ materialspezifische Risswachstumsparameter, wobei
A∗ die Einheit La¨nge · Zyklus−1 hat.
Ha¨ngt die Risswachstumsrate wie in Gl. (2.4) von ∆KI bzw. KI,max mit unter-
schiedlichen Exponenten ab, kann dies in Abha¨ngigkeit von R umgeschrieben
werden:
da
dN
= C · (∆KI)p · (KI,max)q = C
(1−R)q · (∆KI)
p+q .
Setzt man n = p+ q ergibt sich
da
dN
=
C(
1−R)n−p ·∆K
n
I =
C∗(
1−R)n−p ·
(
∆KI
KIc
)n
(2.9)
da
dN
= C · (1−R)p · (KI,max)n = C∗ · (1−R)p · (KI,max
KIc
)n
. (2.10)
Fu¨r einen festen Wert R ergibt sich der Zusammenhang zwischen beiden Potenz-
Gesetzen (Gl. (2.7) und Gl. (2.9)) mit:
A =
C
(1−R)n−p . (2.11)
Die Beziehungen in Gl. (2.9) setzen voraus, dass die Abha¨ngigkeit von ∆KI bzw.
KI,max durch einen konstanten Exponenten n beschrieben werden kann. In der
Literatur finden sich jedoch auch Beispiele [27], bei denen der Risswachstumsex-
ponent mit R variiert. Fu¨r diesen Fall wurde ein Risswachstumsgesetz von Fett
und Munz [20] vorgeschlagen (Gl. (2.12)).
v =
da
dN
= A(Kmax −Ksh)n (2.12)
Hierbei wird der Term Ksh, der die Rissspitze abschirmt, in ein Potenzgesetz
eingebunden. Die zyklische Degradation von Ksh wird durch die Parameter
Ksh,0, A,W bzw. durch die Schwellwerte V0 und R0 bestimmt:
Ksh = Ksh,0
(
v
v0
)W(R0−R)
+
( v
A
)1/n
v < v0 R < R0 .
Die Degradation ist dabei umso sta¨rker, je kleiner die Risswachstumsrate v (Reib-
bru¨cke verbleibt la¨nger in der Prozesszone und durchla¨uft mehr Zyklen) bzw. das
R-Verha¨ltnis (gro¨ßerer relativer Reibweg) ist. Damit lassen sich sowohl unterkri-
tisches als auch zyklisches Risswachstum beschreiben.
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2.3.4 Bestimmung von Risswachstumsparametern
Bei einer Vielzahl von Arbeiten zu zyklischer Ermu¨dung werden Rissausbreitungs-
versuche an ku¨nstlichen Rissen (CT-Probe (Compact-Tension), gekerbte Biege-
proben, Indentation) durchgefu¨hrt. Fu¨r die Auslegung von Bauteilen sind jedoch
die natu¨rlichen Fehler relevant. Wa¨hrend die Bestimmung von Risswachstumspa-
rametern fu¨r makroskopische Fehler auf einer direkten Messung der Rissvergro¨ße-
rung in Abha¨ngigkeit einer aufgebrachten Last beruht, wird das Risswachstums-
verhalten natu¨rlicher Fehler durch die Zuordnung von Lebensdauerdaten und
Festigkeitsdaten ermittelt. Hierbei wird davon ausgegangen, dass die Streuung
der gemessenen Lebensdauer mit der Streuung der Festigkeit zusammenha¨ngt,
da zeitabha¨ngiges Versagen von der natu¨rlichen Fehlerpopulation bestimmt wird.
Dabei mu¨ssen Probengeometrie bzw. die Beanspruchungsart der zyklischen Ver-
suche und der Festigkeitsversuche u¨bereinstimmen. In der Praxis werden meist
zyklische 4PB-Versuche durchgefu¨hrt, da diese standardma¨ßig auch fu¨r die Fes-
tigkeitsmessung verwendet werden [28].
Bei den Lebensdauerversuchen an 4PB-Proben wird eine konstante zyklische Bie-
gelast ∆σ bei konstantem R-Verha¨ltnis aufgebracht. Dabei wird die Anzahl der
Zyklen bis zum Bruch gemessen. Es existieren mehrere Mo¨glichkeiten, Risswachs-
tumsparameter aus diesen Daten zu erhalten. Diese Auswertemethoden werden
im einzelnen in Kapitel 5.5.1 vorgestellt.
2.3.5 Kontaktermu¨dung
Grundsa¨tzlich fu¨hrt Kontaktbelastung in keramischen Werkstoffen einerseits zur
Bildung von Rissen (konische Risse bei kugelfo¨rmigen Indentern) am Rand des
Kontaktbereichs und andererseits zu Druckscha¨digung (siehe Abb. 2.8). Diese
Scha¨digungsmechanismen treten auch unter zyklischer Last auf, was eine (zyklen-
abha¨ngige) Degradation der Festigkeit bewirkt. Im ersten Fall wachsen Oberfla¨-
chenfehler im Bereich hoher Zugspannungen am Rand der Kontaktzone. Wenn die
kritische Gro¨ße erreicht ist, kommt es zu instabiler Rissausbreitung und (durch
Koaleszenz) zur Bildung eines konischen Risses, der weiter zyklisch wachsen kann.
Der zweite Mechanismus beruht auf schubspannungsabha¨ngigem Risswachstum
im Bereich hoher Druckspannungen, wodurch sich ein Mikrorissnetzwerk ausbil-
det. Dadurch entsteht eine quasi-plastische Verformungszone im Eindruckbereich.
Untersuchungen an Si3N4 haben gezeigt, dass der dominierende Scha¨digungsme-
chanismus stark von der Mikrostruktur abha¨ngig ist [30].
Das zyklische Risswachstumsverhalten von Fehlern in der Na¨he des Kontaktbe-
reichs ist in hohem Maße durch das stark variierenden Spannungsfeld beeinflusst.
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P
Druckschädigung
konischer Riss
Indenter
Abbildung 2.8: Versagensmoden unter Kontaktbelastung: Druckscha¨digung und
Bildung konischer Risse.
Abbildung 2.9: Oberfla¨chenriss in der Na¨he des Kontaktbereichs im Doppelrollen-
versuch (links); Verlauf der K-Faktoren KI, KII (mitte); Bereich
der Rissflankenreibung unter KI < 0 (rechts); aus [29].
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Das zeigt sich z.B. in Untersuchungen an feinko¨rnigem Al2O3 in einem Doppelrol-
lenversuch [31], bei dem zyklische Risswachstumsexponenten von n ≈ 10 gemes-
sen wurden, die sich deutlich von den Ergebnissen aus zyklischen 4PB-Versuchen
(n ≈ 20) unterscheiden. Nach Fett [29] kann dies darauf zuru¨ckgefu¨hrt werden,
dass an der Rissspitze ein negativer KI-Wert vorliegt, so dass der Riss in diesem
Bereich geschlossen ist (siehe Abb. 2.9). In diesem Fall wird der Rissfortschritt
durch den effektiven Spannungsintensita¨tsfaktor Keff bestimmt, welcher sich aus
KII und KI nach dem Richard-Kriterium in Gl. (2.13) berechnet.
Keff =
√
3
2
KII,eff , KII,eff = KII + µKI KI < 0 (2.13)
Zyklisches Risswachstum kann dann anhand der Degradation des Reibwerts µ der
Rissufer mit einem zyklenzahlabha¨ngigen Exponentialansatz beschrieben werden
[29]. Aus diesen Ergebnissen geht hervor, dass eine Mixed-Mode-Abha¨ngigkeit im
zyklischen Risswachstumsverhalten existieren kann. Dies wu¨rde sich insbesondere
im Fall von Kontaktermu¨dung durch die großen Unterschiede im n-Wert auf die
Vorhersagen auswirken.
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keramischer Bauteile
Die Festigkeit bzw. Lebensdauer von Bauteilen aus spro¨den Werkstoffen ist durch
die natu¨rlichen inha¨renten Fehler des Materials bestimmt, die durch die Her-
stellung (vorwiegend Volumenfehler) oder spa¨tere Bearbeitung (Oberfla¨chenfeh-
ler) entstehen. Probabilistische Auslegungsmethoden beruhen auf einer Annah-
me der Gro¨ßenverteilung dieser Fehler, auf deren Basis Verteilungsfunktionen
fu¨r die Festigkeit abgeleitet werden. Die wichtigste Funktion in diesem Zusam-
menhang ist die Weibull-Verteilung [32]. Die Einbeziehung lokaler bruchmecha-
nischer Versagenskriterien im Rahmen des Weibull-Konzepts bildet die Basis zur
Zuverla¨ssigkeitsbewertung von Bauteilen mit nicht-homogener Spannungsvertei-
lung [33]. Diese multiaxiale Weibull-Theorie bildet dabei die Grundlage fu¨r die
ga¨ngigen numerischen Tools zur Zuverla¨ssigkeitsbewertung keramischer Bauteile
[34, 35].
3.1 Weibull-Theorie und Erweiterungen
Die Weibull-Theorie beruht auf einem Weakest-Link-Ansatz, nach dem das Bau-
teilversagen durch den im Bezug auf Lage und Gro¨ße ungu¨nstigsten natu¨rlichen
Fehler bestimmt ist. Demnach tritt (katastrophales) Versagen der Gesamtstruktur
ein, wenn ein Fehler eine von Ort, Orientierung und lokaler Beanspruchung abha¨n-
gige kritische Fehlergro¨ße u¨berschreitet. Dabei stellt die Fehlergro¨ßenverteilung
den wesentlichen Einfluss auf die Streuung und Gro¨ßenabha¨ngigkeit der Struk-
turfestigkeit dar. Fu¨r die folgenden U¨berlegungen werden einige grundsa¨tzliche
Annahmen gemacht:
 Die Fehler beeinflussen sich nicht gegenseitig und sind klein im Verha¨ltnis
zur Dimension der Gesamtstruktur.
 Lage und Orientierung der Fehler sind gleichverteilt.
 Die Fehler ko¨nnen bruchmechanisch durch vereinfachte Rissmodelle be-
schrieben werden.
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Ist die kritische Fehlergro¨ße ac bekannt, so berechnet sich die Wahrscheinlichkeit,
dass ac bei gegebener Fehlergro¨ßenverteilung fa(a) nicht u¨berschritten wird, durch
das Integral
Fa(ac) =
ac∫
0
fa(a) da . (3.1)
Legt man der Verteilungsfunktion ein Potenzgesetz der Form fa(a) ∼ a−r zu-
grunde, so erha¨lt man fu¨r Fa(ac) die Pareto-Verteilung
1 Gl. (3.2), wobei r ein
materialspezifischer Parameter ist und a0 ein Schwellwert, unter dem kein Versa-
gen auftritt.
Fa(ac) = 1−
(
a0
ac
)(r−1)
(3.2)
Im Folgenden wird zuna¨chst ein Bauteil mit exakt einem Fehler betrachtet. Ort
und Orientierung des Fehlers sind dabei beliebig. Die Ausfallwahrscheinlichkeit
Q1 fu¨r diesen Fall erha¨lt man durch die Integration der kritischen Fehlergro¨ße ac
u¨ber das Bauteilvolumen V bzw. die Raumorientierung Ω in Gl. (3.3), wobei die
kritische Fehlergro¨ße vom Ort ~x und vom Raumorientierungswinkel Ω abha¨ngt.
Q1 =
1
V
∫
V
1
4pi
∫
Ω
(
a0
ac(~x,Ω)
)r−1
dΩ dV (3.3)
Um die Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r eine beliebige Fehlerzahl zu erhalten, geht
man davon aus, dass die Anzahl der Fehler im Volumen durch die in Gl. (3.4)
dargestellte Poisson-Verteilung abgebildet werden kann.
Pn =
Mn e−M
n!
M =
M0
V0
V (3.4)
Die Wahrscheinlichkeit, genau n Fehler in einem Volumen V zu finden ist dem-
nach durch die mittlere Fehlerzahl M0 im Einheitsvolumen V0 bestimmt. Mit der
Reihenentwicklung
Pf =
∞∑
k=0
Pk ·Qk
= 1 − exp (−MQ1)
(3.5)
1Eine ausfu¨hrliche Herleitung im Rahmen der Extremwerttheorie findet sich bei [36], wo auch
Gu¨ltigkeitsgrenzen durch die getroffenen Annahmen betrachtet werden.
18
3 Probabilistische Zuverla¨ssigkeitsbewertung keramischer Bauteile
ergibt sich fu¨r schließlich die Ausfallwahrscheinlichkeit Pf Gl. (3.6).
Pf = 1 − exp
−M
V
∫
V
1
4pi
∫
Ω
(
a0
ac(~x,Ω)
)r−1
dΩ dV
 (3.6)
Werden Fehler an der Bauteiloberfla¨che betrachtet, ergibt sich analog zu Gl. (3.6)
ein Integral u¨ber die Fla¨che A und einen Winkel ϕ, der die Orientierung eines
senkrecht zur Oberfla¨che verlaufenden Risses beschreibt:
Pf = 1 − exp
−M
A
∫
A
1
2pi
∫
ϕ
(
a0
ac(~r, ϕ)
)r−1
dϕ dA
 . (3.7)
M bezeichnet in diesem Zusammenhang die mittlere Fehlerzahl pro Einheitsfla¨che
A0.
A¨quivalentspannung - Mixed-Mode-Kriterium
Die Formulierung in Gl. (3.6) stellt eine allgemeine Grundlage fu¨r die Berechnung
der Ausfallwahrscheinlichkeit beliebiger Probleme dar. Die kritische Rissla¨nge ac
ha¨ngt vom lokalen Spannungszustand, der Rissgeometrie und der Rissza¨higkeit
des Materials ab. Unter der Annahme, dass die Spannungen u¨ber der Dimension
der betrachteten natu¨rlichen Fehler als konstant angesehen werden ko¨nnen, kann
die kritische Rissla¨nge durch eine Spannung σeq(~x,Ω) ersetzt werden:
ac(~x,Ω) =
(
KIc
YIσeq(~x,Ω)
)2
. (3.8)
σeq(~x,Ω) ist eine Modus-I-A¨quivalentspannung, die auf einem lokalen bruchme-
chanischen mehrachsigen Versagenskriterium (Mixed-Mode-Kriterium) der Form:
KIeq = f (KI, KII, KIII) (3.9)
beruht. Die Spannungsintensita¨tsfaktoren KI−III berechnen sich aus dem Normal-
spannungsanteil σn und dem Schubspannungsanteil τ am Riss. Eine U¨bersicht und
Bewertung verschiedener Mixed-Mode-Kriterien fu¨r keramische Werkstoffe findet
sich in [37]. Fu¨r den Großteil keramischer Materialien ist das Normalspannungs-
kriterium in Gl. (3.10) anwendbar.
KIeq = KI (3.10)
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Mit der A¨quivalentspannung in Gl. (3.8) ko¨nnen die Integrale u¨ber die kritische
Fehlergro¨ße zur Berechnung von Pf in Gl. (3.6) durch ein Integral u¨ber die A¨qui-
valentspannung ersetzt werden. Definiert man die Parameter m und σ0V (analog
σ0A) gema¨ß
m = 2(r − 1) σ0V = KIc
M
1
m
0 YI a
1
2
0
(3.11)
so erha¨lt man Gl. (3.12) fu¨r die Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r
Volumenfehler.
Pf = 1 − exp
− 1
V0
∫
V
1
4pi
∫
Ω
(
σeq(x, y, z, ϕ, ψ)
σ0V
)m
dΩ dV
 (3.12)
Der Weibull-Modul m, der als Funktion von r die Streuung der Fehlergro¨ße cha-
rakterisiert und σ0V sind materialabha¨ngige Parameter. Die Integration erfolgt
insgesamt u¨ber fu¨nf Variablen: drei Raumkoordinaten x, y, z und zwei Winkel
ϕ, ψ. Werden Fehler an der Oberfla¨che des Bauteils betrachtet, erfolgt die Inte-
gration u¨ber drei Variablen: x, y, ϕ. Die Ausfallwahrscheinlichkeit berechnet sich
dann nach Gl. (3.13).
Pf = 1 − exp
− 1
A0
∫
A
1
2pi
∫
ϕ
(
σeq(x, y, ϕ)
σ0A
)m
dϕ dA
 (3.13)
Der Parameter σ0A berechnet sich analog zu Gl. (3.11).
Fu¨hrt man eine Referenzspannung σ∗ ein, kann Pf in Form einer Weibull-
Verteilung wie in Gl. 3.14 geschrieben werden [38].
Pf = 1 − exp
[
−
(
σ∗
b
)m ]
(3.14)
Der Parameter b ha¨ngt dann einerseits von den materialspezifischen Gro¨ßen m
und σ0V, sowie von der Beanspruchung und dem Volumen des Bauteils ab:
b = σ0V H
−1 = σ0V
(
Veff
V0
)− 1
m
(3.15)
Veff =
∫
V
1
4pi
∫
Ω
(
σeq(x, y, z, ϕ, ψ)
σ∗
)m
dΩ dV . (3.16)
Die Gro¨ßenabha¨ngigkeit von b ist in Veff , dem effektiven Volumen bzw. dem nor-
mierten Spannungsintegral H enthalten. Entprechende Formulierungen ergeben
sich analog zu Gl. (3.15) fu¨r Oberfla¨chenfehler.
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Handelt es sich um das gleiche Material, ko¨nnen die Parameter zweier Weibull-
Verteilungen mit Hilfe von Gl. (3.17) umgerechnet werden, da m und σ0V bzw.
σ0A Materialeigenschaften sind.
b1H1 = b2H2 (3.17)
Gl. (3.17) bildet eine wichtige Grundlage einerseits fu¨r Festigkeitsvorhersagen und
andererseits fu¨r die Bestimmung der Parameter σ0V bzw. σ0A aus einer experi-
mentell bestimmten Weibull-Verteilung.
Zeitabha¨ngiges Versagen und unterkritisches Risswachstum
Bei transienter Beanspruchung ist die kritische Fehlergro¨ße zusa¨tzlich von der
Zeit abha¨ngig: ac(~x,Ω, t). In Bild 3.1 (a) ist der Verlauf von ac(t) im Zeitintervall
t ∈ [0; t0] exemplarisch dargestellt. Versagen tritt zu dem Zeitpunkt tf ein, bei dem
die kritische Fehlergro¨ße minimal ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bauteil mit
exakt einem Fehler zum Zeitpunkt t0 bereits versagt hat, ist demnach:
Q1(t0) =
 a0
min
t∈[0;t0]
ac(t)
m2 . (3.18)
Die A¨quivalentspannung ha¨ngt dann analog zu Gl. (3.8) ebenfalls von der Zeit
ab (Gl. (3.19)), wobei σeq(t) zum Zeitpunkt tf maximal wird.
ac(t) =
(
KIc
YIσeq(t)
)2
(3.19)
Werden diese U¨berlegungen auf beliebige Fehlerzahlen u¨bertragen, so ergibt sich
die Ausfallwahrscheinlichkeit Pf(t0) im Intervall [0; t0] gema¨ß Gl. (3.20).
Pf(t0) = 1 − exp
− 1
V0
∫
V
1
4pi
∫
Ω
 maxt∈[0;t0] {σeq(t)}
σ0V
m dΩ dV
 (3.20)
Liegt eine zeitliche Vera¨nderung der Fehlerpopulation durch unterkritisches Riss-
wachstum vor, ha¨ngt die kritische Fehlergro¨ße ac(t) neben der Beanspruchung
zum Zeitpunkt t auch von der Lastgeschichte ab, die bis zu diesem Zeitpunkt t
am Riss gewirkt hat. Verdeutlicht wird dies durch Bild 3.1 (b), wo der zeitabha¨n-
gige Verlauf der kritischen Fehlergro¨ße und die fu¨r das Bauteilversagen relevante
Fehlergro¨ße ac,min zum Zeitpunkt tf dargestellt sind. Zu ac,min existiert eine An-
fangsfehlergro¨ße ac,0, die von der Lastgeschichte im Zeitraum t ∈ [0; tf ] bestimmt
ist.
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t
tf
ac(t)
ac,min
t0
(a)
t
ac(t)
ac,min
tf
ac,0
(b)
t0
Abbildung 3.1: Zeitabha¨ngiger Verlauf der kritischen Fehlergro¨ße ac(t) im Zeit-
raum t ∈ [0, t0] ohne (a) und mit (b) unterkritischem Risswachs-
tum; tf ist der Zeitpunkt des Versagens.
Die Beziehung zwischen einer anfa¨nglichen Fehlergro¨ße a0 und der Fehlergro¨ße
a(t) kann fu¨r beliebiges t aus dem Risswachstumsgesetz Gl. (3.21) abgeleitet
werden.
da
dt
= AuKI
nu = A∗u
(
KI
KIc
)nu
. (3.21)
Unter der Voraussetzung, dass die Geometriefunktion YI als unabha¨ngig von der
Fehlergro¨ße a angenommen werden kann, kann die Differentialgleichung Gl. (3.21)
(fu¨r nu 6= 2) durch Trennung der Variablen integriert werden:
a(t)∫
a0
a−
nu
2 da = Au · Y nuI ·
t∫
0
σnueq (τ) dτ (3.22)
a(t) =
a 2−nu20 + (2− nu)AuY nuI2 ·
t∫
0
σnueq (τ)dτ

2
2−nu
. (3.23)
Wird nun a(t) durch die kritische Fehlergro¨ße ac(t) nach Gl. (3.19) ersetzt, so ist
a0 die kritische Anfangsgro¨ße ac,0. Diese berechnet sich gema¨ß Gl. (3.24).
ac,0(t) =
(YIσeq(t)
KIc
)nu−2
+
(nu − 2)AuY nuI
2
t∫
0
σnueq (τ) dτ

2
2−nu
(3.24)
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Der probabilistische Versagensansatz kann nun auf Basis der kritischen Anfangs-
fehlergro¨ße formuliert werden. Die Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r ein Bauteil mit
exakt einem Fehler ergibt sich analog zu Gl. (3.18):
Q1(t0) =
 a0
min
t∈[0;t0]
ac,0(t)
m2 . (3.25)
Die Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r eine beliebige Fehlerzahl in Abha¨ngigkeit der
zeitabha¨ngigen A¨quivalentspannung σeq(t) ist in Gl. (3.26) dargestellt.
Pf(t0) = 1 − exp
[
− 1
V0
∫
V
1
4pi
∫
Ω
(
max
t∈[0;t0]
{(
σeq(t)
σ0V
)nu−2
+
σ20V
B
t∫
0
(
σeq(τ)
σ0V
)nu
dτ
}) m
nu−2
dΩ dV
] (3.26)
Der Integrand ist nun im Vergleich zu Gl. (3.20) um einen Term erweitert, der
den Anteil der unterkritischen Ermu¨dung in Form des Integrals u¨ber die Last-
geschichte σeq(τ) beru¨cksichtigt. Der Parameter Bu beruht auf dem Risswachs-
tumsparameter Au nach Gl. (3.27)
Bu =
2K2−nuIc
AuY 2I (nu − 2)
=
2K2Ic
A∗uY
2
I (nu − 2)
(3.27)
Mit m und σ0V fu¨r die Inertfestigkeit sowie nu und Bu fu¨r unterkritisches Riss-
wachstum werden nun 4 materialspezifische Parameter zur Berechnung von Pf
beno¨tigt.
Wird die Lastgeschichte Z-mal wiederholt, so kann die Ausfallwahrscheinlichkeit
als Weibull-Verteilung von Z mit dem Weibull-Modul m∗ = m
nu−2 geschrieben
werden [36]:
Pf(N) = 1 − exp[−D · Zm∗ ] (3.28)
D =
1
4piV0
∫
V
∫
Ω
σ20V
B
t0∫
0
(
σeq(τ)
σ0V
)nu
dτ
m∗ dΩ dV (3.29)
Hierbei ist zu beachten, dass es sich um eine zyklische Wiederholung der Lastge-
schichte handelt, jedoch aufgrund des unterkritischen Risswachstums keine ’ech-
ten’ zyklischen Ermu¨dungseffekte beru¨cksichtigt werden.
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Spannungsgradienten
Bei den bisher gezeigten Formulierungen fu¨r Pf wurde vorausgesetzt, dass die
Spannungen u¨ber der Dimension der betrachteten natu¨rlichen Fehler als konstant
angesehen werden ko¨nnen. In zahlreichen Fa¨llen, wie z.B. Thermoschock [39] oder
bei Kontaktproblemen [40] ist diese Annahme aufgrund der auftretenden starken
Spannungsgradienten jedoch nicht mehr gerechtfertigt. In diesem Fall kann die
kritische Fehlergro¨ße nicht mehr durch die A¨quivalentspannung ausgedru¨ckt wer-
den und muss daher fu¨r jeden Ort und jede Orientierung direkt ermittelt werden.
Ersetzt man in der allgemeinen Formulierung fu¨r Oberfla¨chenfehler in Gl. (3.7)
die Parameter a0, M0 und r gema¨ß Gl. (3.11), so muss folgendes Integral gelo¨st
werden:
Pf = 1 − exp
− 1
A0
(
KIc
YIσ0A
)m ∫
A
1
2pi
∫
ϕ
(ac)
−m
2 dϕ dA
 . (3.30)
Die Bestimmung der kritischen Rissgro¨ße erfolgt implizit durch die Ermittlung
des Mode-I Spannungsintensita¨tsfaktors KI(a) in Abha¨ngigkeit der Rissla¨nge a.
Ein Riss der Gro¨ße a wird dann als kritisch betrachtet, wenn KI(a) ≥ KIc. KI(a)
wird nach Gl. (3.31) mit der Methode der Gewichtsfunktionen bestimmt.
KI(a) =
a∫
0
(
h
(1)
I (x, a) · σn(x) + h(2)I (x, a) · τ(x)
)
dx (3.31)
Dabei sind σn(x) und τ(x) die Normal- bzw. Schubspannungsanteile am Riss, die
aufgrund der Inhomogenita¨t des a¨ußeren Spannungsfeldes mit x variieren. Die
Gewichtsfunktionen h
(i)
I ko¨nnen durch die Potenzreihenentwicklung in Gl. (3.32)
ermittelt werden ([41], S.102).
h
(i)
I (x, a) =
√
2
pia
∞∑
k=0
D
(i)
I,k ·
(
1− x
a
)k− 1
2
(3.32)
Im Falle eines Oberfla¨chenfehlers, der durch einen Kantenriss im unendlichen
Halbraum abgebildet wird, ko¨nnen die Gewichte durch 7 Koeffizienten hinrei-
chend genau angena¨hert werden [42]:
D0 = 1.0 D1 = 0.55852 D2 = 0.03185 D3 = 0.463397
D4 = 0.22721 D5 = −0.82853 D6 = 0.351383
Im Falle von zeitabha¨ngiger Belastung bestimmt die kleinste kritische Fehlergro¨-
ße im Intervall t ∈ [0, t0] das Versagen. In diesem Fall wird das Integral fu¨r den
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Minimalwert ac(t)ausgewertet. Die Beru¨cksichtigung von unterkritischem Riss-
wachstum ist im Rahmen der in diesem Kapitel gezeigten Herangehensweise nicht
mo¨glich, da bei der Integration des Risswachstumsgesetzes davon ausgegangen
wird, dass die Rissgro¨ße a durch einen einfachen Zusammenhang mit σeq ersetzt
werden kann. Somit existiert keine analytische Beschreibung des Rissfortschritts
in Abha¨ngigkeit der Zeit (Gl. (3.24)) fu¨r beliebige Spannungsfelder u¨ber dem
Riss.
3.2 Numerische Werkzeuge
Die Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit beruht auf der Lo¨sung eines Inte-
grals u¨ber das Bauteilvolumen bzw. die Oberfla¨che und die Fehlerorientierung.
Fu¨r komplexe Spannungszusta¨nde mu¨ssen numerische Integrationsverfahren an-
gewendet werden. Das Programm STAU stellt als Post-Prozessor einer Finite-
Elemente Spannungsanalyse ein universelles Werkzeug zur Zuverla¨ssigkeitsana-
lyse komplex beanspruchter Bauteile dar. Daneben gibt es jedoch auch nicht
FE-basierte Methoden fu¨r spezielle Anwendungsfa¨lle. Ein Beispiel hierfu¨r ist ein
Auslegungstool fu¨r Kontaktprobleme, das in diesem Abschnitt ebenfalls vorge-
stellt wird.
3.2.1 STAU
Die Struktur der Zuverla¨ssigkeitsanalyse mit STAU ist in Bild 3.2 schematisach
dargestellt. Um die Beanspruchungen im Bauteil zu ermitteln, wird eine FE-
Analyse durchgefu¨hrt. Die Spannungen und Temperaturen sowie die Informatio-
nen zum FE-Netz werden von einer STAU-Schnittstelle aus der Ergebnis-Datei
des FE-Codes ausgelesen und in ein neutrales Format geschrieben. In STAU exis-
tieren Schnittstellen fu¨r die kommerziellen Codes ABAQUS und ANSYS.
Die natu¨rlichen Fehler werden in STAU durch zwei vereinfachte bruchmechani-
sche Modelle abgebildet. Fehler im Bauteilvolumen werden durch kreisrunde ebe-
ne Risse (penny-shaped cracks) modelliert, Oberfla¨chenfehler werden als ebene
Kantenrisse (senkrecht zur Bauteiloberfla¨che) im unendlichen Halbraum darge-
stellt. Die Geometriefunktionen, die fu¨r die Berechnung der A¨quivalentspannung
beno¨tigt werden, sind in Tab. 3.1 dargestellt.
Fu¨r die numerische Integration ist die Vorgabe eines Mixed-Mode-Kriteriums zur
Berechnung der A¨quivalentspannung notwendig. Hierfu¨r sind mehrere Kriterien
in STAU implementiert [43], wobei die Wahl eines geeigneten Kriteriums anhand
des verwendeten Werkstoffs erfolgt [37, 44].
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STAU
FE
Schnitt-
stelle
Materialparameter
Inertfestigkeit m, b
Risswachstum nu, Bu
Bruchmech. Größen KIc
Mixed-Mode-Kriterium
Pf
Veff,Aeff
H
FE
Code FE-Netz FE-Netz
T, σij T, σij
Bauteil Zuverlässigkeitsanalyse
Geometrie
Belastung
Rand-
bedingungen
Material
Abbildung 3.2: Funktionsschema STAU.
Die materialspezifischen Parameter zur Inertfestigkeit (m,b) und fu¨r unterkrit.
Risswachstum (nu,Bu) werden dem Programm vorgegeben. Die gro¨ßenunabha¨ng-
igen Parameter σ0V/σ0A werden aus dem Weibull-Parameter b einer experimen-
tell ermittelten Festigkeitsverteilung (3.17) ermittelt. Hierzu berechnet STAU
das Spannungsintegral H der verwendeten Probengeometrie, wofu¨r ein geeignetes
Mixed-Mode-Kriterium vorgegeben werden muss.
STAU bietet die Mo¨glichkeit, die Parameter σ0V/σ0A, n, B temperaturabha¨ngig
zu beru¨cksichtigen. Die Parameter werden dabei durch entprechende Routinen
im Zuge der Integration interpoliert. Eine U¨bersicht zu den hier verwendeten
Ansa¨tzen findet sich in [36]. Eine Temperaturabha¨ngigkeit des Weibull-Moduls
ist dabei nicht beru¨cksichtigt.
Als Ergebnis werden (ggf. zeitabha¨ngig) die Ausfallwahrscheinlichkeit, das effek-
tive Volumen bzw. das normierte Spannungsintegral H ausgegeben. Als weiteres
Ergebnis stellt STAU das lokale Bruchrisiko zur Verfu¨gung. Diese Gro¨ße charak-
terisiert die Verteilungsdichte der Ausfallwahrscheinlichkeit im Bauteilvolumen.
Als Erga¨nzung zu der bisher vorgestellten Funktionalita¨t von STAU sollen an
dieser Stelle noch zwei Erweiterungen erwa¨hnt werden. Die erste Erweiterung ist
ein Modul zur Berechnung der Restausfallwahrscheinlichkeit nach Proof-Tests,
das sich fu¨r die Auslegung derartiger Tests eignet [45]. Des Weiteren ko¨nnen Un-
sicherheiten der STAU-Vorhersagen mit Bootstrap-Methoden bewertet werden.
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(a) Volumenfehler (b) Oberfla¨chenfehler
YI
2√
pi
1.1215
√
pi
YII
4 cos(γ)√
pi(1−ν) 1.1215
√
pi
YIII
4(1−ν) sin(γ)√
pi(2−ν) 0
Tabelle 3.1: Geometriefunktionen der bruchmechanischen Modelle fu¨r natu¨rliche
Fehler in STAU: (a) ebener kreisrunder Riss (penny-shaped) ([1],
S.177); (b) senkrechter Kantenriss ([43]).
Hierzu wurden systematische Untersuchungen zum Einfluss der Unsicherheit von
materialspezifischen Eingangsgro¨ßen in STAU durchgefu¨hrt [46].
Numerische Integration
Die numerische Lo¨sung der Integrale u¨ber Volumen und Orientierung erfolgt mit
dem Gauß-Algorithmus. Hierbei wird das Integral einer Funktion g(u) durch die
gewichtete Summe in Gl. (3.33) approximiert.
1∫
−1
g(u)du '
NG∑
i=1
wig(ui) (3.33)
Die Funktion g(u) wird dabei an NG Stu¨tzstellen mit den Gewichten wi ausge-
wertet.
Die Zahl der Stu¨tzstellen, die fu¨r eine mo¨glichst genaue Berechnung der Integra-
le mittels der Gauß-Integration erforderlich sind, u¨berschreitet die Anzahl der
Stu¨tzstellen, an denen in der FE-Analyse Spannungswerte ermittelt werden. Da-
her mu¨ssen die Spannungswerte innerhalb des Elements interpoliert werden, um
eine Verfeinerung des FE-Netzes zu vermeiden. Die Werte des Spannungsten-
sors sind aus der FE-Analyse an den Integrationspunkten bekannt und werden
(innerhalb des FE-Programms) an die Randknoten des Elements extrapoliert. In
STAU werden die Formfunktionen der Finiten Elemente verwendet, um die Span-
nungstensoren an einem beliebigen Ort (u, v, w) im Einheitselement anhand der
Randknotenwerte zu interpolieren [38].
Die Interpolation der Spannungswerte mit Hilfe der Formfunktionen erfordert
eine Transformation der realen Knotenkoordinaten auf das Einheitselement. Die
Transformation des Integrals einer beliebigen Funktion f(x) u¨ber dem Intervall
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[a, b] auf die Integrationsgrenzen [−1, 1] erfolgt mit der Transformation in Gl.
(3.34):
x =
a+ b
2
+
b− a
2
u, −1 ≤ u ≤ +1 (3.34)
b∫
a
f(x)dx =
+1∫
u=−1
f
(
a+ b
2
+
b− a
2
u
)
b− a
2
du =
b− a
2
+1∫
−1
g(u)du
Mit dieser Variablentransformation kann das Integral zur Berechnung von Pf
gema¨ß dem Gauß-Verfahren in Gl. (3.33) als Summe geschrieben werden:
1
V04pi
∫
V
∫
Ω
(
σeq(x, y, z, ϕ, ψ)
σ0V
)m
dΩ dV
=
1
V04pi
Ne∑
i=1
+1∫
−1
+1∫
−1
+1∫
−1
+1∫
−1
+1∫
−1
(
σeq,i(u, v, w, ϕ, ψ)
σ0V
)m
JΩJV dϕdψdwdvdu
' 1
V04pi
Ne∑
i=1
Nk∑
k=1
Wu,k
Nl∑
l=1
Wv,l
Nm∑
m=1
Ww,m
No∑
o=1
Wϕ,o
Np∑
p=1
Wψ,p
(
σ˜eq,i(uk, vl, wm, ϕo, ψp
σ0V
)m
· JΩ(ϕo, ψp)JV(uk, vl, wm)
(3.35)
Der Integralwert des Gesamtvolumens berechnet sich aus den Beitra¨gen der ein-
zelnen Finiten Elemente (Ne) des FE-Modells. Die Integration erfolgt u¨ber die
A¨quivalentspannung σeq,i(uk, vl, wm, ϕo, ψp), die an den Raum- und Orientierungs-
stu¨tzstellen eines Elements i ermittelt wird. Die Jacobi-Determinanten JV und JΩ
sind die fu¨r die Integration beno¨tigten Funktionaldeterminanten, die sich aus der
Variablentransformation in Gl. (3.34) ergeben. Die Gewichte Wu/v/w/ϕ/ψ ha¨ngen
von der Anzahl-Stu¨tzstellen Nk/l/m/o/p ab.
Spannungsgradienten
Treten starke Spannungsgradienten u¨ber dem Rissverlauf auf, kann die Ausfall-
wahrscheinlichkeit nicht mehr anhand der A¨quivalentspannung berechnet werden.
In diesem Fall muss fu¨r jeden Ort bzw. jede Orientierung die kritische Rissgro¨ße
direkt berechnet werden (Vgl. Gl. (3.30)). Hierfu¨r wurde ein Modul fu¨r Oberfla¨-
chenfehler in STAU implementiert [47].
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Abbildung 3.3: Schematische Darstellung eines Rissverlaufs in der Integration mit
Gradienten-STAU (aus [47]).
Um die kritische Rissla¨nge berechnen zu ko¨nnen, muss der KI-Verlauf u¨ber dem
Riss ermittelt werden. Dies geschieht mit der Methode der Gewichtsfunktionen
in Gl. (3.31). Um die hierfu¨r beno¨tigten Stu¨tzstellen fu¨r die Spannungswerte zu
erhalten, geht man von einem Oberfla¨chenriss aus, dessen Rissebene senkrecht
zur Oberfla¨che im Bauteil verla¨uft. Hierzu wird bei der numerischen Integration
fu¨r jede Stu¨tzstelle an der Oberfla¨che ein senkrechter Pfad ermittelt, an des-
sen Schnittpunkten mit den Fla¨chen der darunterliegenden Elemente die Span-
nungstensoren interpoliert werden. Dieser ’gedachte’ Rissverlauf ist in Abb. 3.3
exemplarisch dargestellt. Die Schnittpunkte si werden als Stu¨tzstellen fu¨r die
KI-Berechnung verwendet.
Die Berechnung des KI-Verlaufs wird abgebrochen, wenn an einer Stu¨tzstelle das
Abbruchkriterium KI ≥ KIc erfu¨llt wird, wobei KIc vorgegeben wird. Damit ist
die kritische Fehlergro¨ße ac fu¨r die entsprechende Gauß-Stu¨tzstelle der Oberfla¨-
chenintegration bekannt.
Grenzen der Versagensbeschreibung in STAU
In diesem Abschnitt werden einige wichtige Einschra¨nkungen der in diesem Kapi-
tel vorgestellten Versagensbeschreibung im Bezug auf STAU genannt. Die wich-
tigsten Aspekte hierbei sind:
 R-Kurvenverhalten wird in STAU nicht beru¨cksichtigt. Das lokale Versa-
genskriterium geht stets von einem konstanten Wert KIc aus.
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 Es werden nur gerade Rissverla¨ufe beru¨cksichtigt. Ein Abknicken der Ris-
se, was z.B. bei Kontaktbeanspruchung typischerweise auftritt, kann nicht
beru¨cksichtigt werden.
 Ermu¨dung kann im Zusammenhang mit Spannungsgradienten nicht be-
trachtet werden, da die Integration des Risswachstumsgesetzes von einer
konstanten Spannungsverteilung u¨ber dem Riss ausgeht.
Diese Anmerkungen gelten grundsa¨tzlich auch fu¨r die spa¨tere Erweiterung von
STAU im Bezug auf zyklisches Risswachstum.
3.2.2 Spezielle Lo¨sungen fu¨r Kontaktprobleme
Wa¨hrend die fu¨r STAU beno¨tigte Spannungsverteilung im Bauteil mittels der FE-
Methode bestimmt wird, ko¨nnen auch analytische Ansa¨tze zur Beschreibung des
Spannungsfeldes fu¨r bestimmte Lastfa¨lle in Betracht gezogen werden. Ein Beispiel
hierfu¨r sind Hertz‘sche Kontaktprobleme, deren Spannungsverteilung analytisch
beschrieben werden kann [48]. Eine probabilistische Analyse auf Basis einer ana-
lytisch ermittelten Spannungsverteilung findet sich z.B. in [49] am Beispiel von
Si3N4-Kugeln unter statischem Kontakt. Ein Kontaktermu¨dungsproblem wird in
[50] am Beispiel der Lebensdauervorhersage eines Wa¨lzversuchs mit Si3N4-Kugeln
betrachtet. In beiden Beispielen werden jedoch die Spannungsgradienten u¨ber den
natu¨rlichen Fehlern vernachla¨ssigt.
Fu¨r komplexe dreidimensionale Kontaktprobleme existiert ein schnelles Design-
Tool (DT), welches die Ausfallwahrscheinlichkeit unter Beru¨cksichtigung der star-
ken Spannungsgradienten ermittelt [42]. Die Grundlage hierfu¨r ist die numerische
Berechnung der Spannungsverteilung auf Basis eines analytischen Ansatzes zur
Ermittlung der Kontaktgeometrie. Damit kann eine hinreichende Diskretisierung
ohne aufwendige FE-Rechnungen erzielt werden. Das Spannungsfeld kann durch
Gl. (3.36) beschrieben werden.
σij(x, y, z) =
∫
A
p(x′, y′)sij(x− x′, y − y′, z)dx′dy′
=
∫
A
τx(x
′, y′)txij(x− x′, y − y′, z)dx′dy′
=
∫
A
τy(x
′, y′)syij(x− x′, y − y′, z)dx′dy′
(3.36)
Hierbei ist p(x′, y′) die durch die Normallast verursachte Verteilung der Fla¨chen-
pressung. Diese Verteilung und die daraus resultierende Form des Kontaktbereichs
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ist durch die Kru¨mmungen der beiden Ko¨rper sowie die elastischen Eigenschaf-
ten der beteiligten Werkstoffe bestimmt. τx bzw. τy sind durch die Querkra¨fte
aufgebrachte Schubspannungsanteile in x bzw. y-Richtung, die z.B. aus Reibung
resultieren. Die Integration erfolgt mit Hilfe der Green’schen Funktionen sij bzw.
txij/tyij [48].
Die Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit beruht auf der fu¨r Spannungsgra-
dienten modifizierten Weibull-Theorie (siehe Kap. 3.1) fu¨r Oberfla¨chenfehler. Die
numerische Umsetzung erfolgt analog zur Vorgehensweise in STAU durch die
Berechnung der kritischen Rissla¨nge anhand eines normal zur Bauteiloberfla¨che
verlaufenden Risspfades. Im Hinblick auf Ermu¨dung ist ein Ansatz implemen-
tiert, der auf dem in Kap. 2.3.5 vorgestellten Risswachstumsmodell fu¨r Fehler
mit KI < 0 beruht [51]. Die Degradation der Bru¨ckenspannung im Fall KI > 0
wird hierbei nicht beru¨cksichtigt.
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In diesem Kapitel wird die Versagensbeschreibung in Hinblick auf die Beru¨ck-
sichtigung zyklischer Ermu¨dung und deren Implementierung in STAU vorgestellt.
Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Beschreibung und Erfassung mo¨glichst kom-
plexer zyklischer Lastgeschichten sowie der programmtechnischen Umsetzung.
Abschließend werden wichtige Aspekte der Versagensbeschreibung anhand eines
Verifikationsbeispiels verdeutlicht.
4.1 Ausfallwahrscheinlichkeit
In einem Bauteil unter zyklisch wechselnder Belastung ergibt sich in jedem Punkt
eine von der Zeit abha¨ngige kritische Fehlergo¨ße ac(t). In einem Zyklus, der als
Abfolge von zwei Lastwechseln durch eine Minimal- und Maximallast eindeutig
definiert ist, bestimmt die Maximallast die kritische Fehlergo¨ße. Liegt ein zy-
klisches Lastkollektiv vor, welches eine Abfolge von Einzelzyklen ist, so wird das
Versagen durch das Minimum ac,min aller kritischen Fehlergro¨ßen der Einzelzyklen
zum Zeitpunkt tf bestimmt. Dies ist in Abb. 4.1 veranschaulicht.
ac(t)
t
ac,min
ac,0
tf
Abbildung 4.1: Zeitlicher Verlauf der kritischen Fehlergro¨ße ac bei zyklischer Last.
Um die Versagenswahrscheinlichkeit zu ermitteln, wird die Anfangsgro¨ße ac,0 des
zum Zeitpunkt tf kritischen Risses beno¨tigt. Diese Anfangsgro¨ße ist durch die
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zyklische Lastgeschichte bestimmt, die an dem betreffenden Riss bis zu diesem
Zeitpunkt gewirkt hat (siehe Abb. 4.1). In Analogie zu den U¨berlegungen zum
unterkritischem Risswachstum in Kap. 3 kann der Anteil des Rissfortschritts bei
gegebener Lastgeschichte durch Integration des Risswachstumsgesetzes abgeleitet
werden.
In Hinblick auf eine mo¨glichst allgemeine Risswachstumsbeschreibung bietet sich
das in Kap. 2 vorgestellte Potenzgesetz in Gl. (4.1) an, mit dem die Abha¨ngigkeit
vom R-Verha¨ltnis beschrieben werden kann. Diese Beziehung bietet trotz der Ein-
schra¨nkung, dass der Exponent n nicht mit dem R-Verha¨ltnis variiert (n 6= f(R))
eine hinreichende Flexibilita¨t zur Beschreibung komplexer zyklischer Lastkollek-
tive. Zudem kann Gl. (4.1) durch Trennung der Variablen elementar integriert
werden, was bei komplexeren Formulierungen (wie Gl. (2.12)) nicht gegeben ist.
da
dN
=
C
(1−R)n−p ·∆K
n
I =
C∗
(1−R)n−p ·
(
∆KI
KIc
)n
(4.1)
Fu¨r die weiteren U¨berlegungen wird vorausgesetzt, dass die Spannungen u¨ber
einem Riss als konstant betrachtet werden ko¨nnen. Damit kann ∆KI fu¨r den
Ort ~x und die Orientierung Ω durch die Differenz der A¨quivalentspannung ∆σeq
bzw. nach der Definition des R-Verha¨ltnisses R = KI,min/KI,max = σeq,min/σeq,max
durch die maximale A¨quivalentspannung σeq,max ersetzt werden:
∆KI = YI a
1
2 ∆σeq(~x,Ω, N)
= YI a
1
2 σeq,max(~x,Ω, N) (1−R(~x,Ω, N)) . (4.2)
Fu¨r σeq,max bzw. R wird zur Vereinfachung in der weiteren Darstellung nur die
Abha¨ngigkeit vom jeweiligen Zyklus N gekennzeichnet. Das Risswachstumsgesetz
kann nach Gl. (4.2) schließlich in folgender Form geschrieben werden:
da
dN
= C · Y nI · (σeq,max(N))n · (1−R(N))p · a
n
2 . (4.3)
Zyklisches Lastkollektiv
Im Folgenden soll eine Versagensbeschreibung fu¨r ein zyklisches Lastkollektiv,
welches als eine Abfolge von k-Einzelzyklen definiert wird, hergeleitet werden.
Wie in Abb. 4.2 gezeigt, ist die Belastung in jedem Einzelzyklus Ni durch die
zyklischen Belastungsgro¨ßen ∆σ
(i)
eq und R(i) gegeben. Um eine Beziehung zwischen
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t
σeq
σeq,min
N1 Ni Nk
(i)
∆σ (i),R(i)
σeq,max
(i)
Abbildung 4.2: Zyklisches Lastkollektiv in Abha¨ngigkeit der A¨quivalentspannung
σeq.
einer anfa¨nglichen Rissgro¨ße a0 und der Rissgro¨ße ak nach k-Zyklen zu erhalten,
wird die Differentialgleichung Gl. (4.3) nach Trennung der Variablen integriert:
ak∫
a0
a−
n
2 da = C Y nI
Nk∫
0
(σeq,max(N))
n · (1−R(N))p dN . (4.4)
Nach Lo¨sen des Integrals u¨ber die Fehlergro¨ße ergibt sich a0 in Abha¨ngigkeit von
ak:
a0 =
[
a
2−n
2
k +
(n− 2)CY nI
2
Nk∫
0
(σeq,max(N))
n · (1−R(N))p dN
] 2
2−n
. (4.5)
Betrachtet man den Fall, dass der Riss nach Nk-Zyklen kritisch wird, so kann ak
durch die kritische Rissgro¨ße ac bzw. durch KIc ersetzt werden. Fu¨r die kritische
Anfangsgro¨ße kann schließlich
ac,0 =
[
a
2−n
2
c +
(n− 2)CY nI
2
Nk∫
0
(σeq,max(N))
n · (1−R(N))p dN
] 2
2−n
=
[(
KIc
σeq,max(Nk)YI
)(2−n)
+
(n− 2)CY nI
2
Nk∫
0
(σeq,max(N))
n · (1−R(N))p dN
] 2
2−n
(4.6)
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geschrieben werden. Mit diesem Zusammenhang ist die WahrscheinlichkeitQ1(Nk),
dass ein Bauteil mit exakt einem Fehler im Intervall [0;Nk] versagt, durch die
kleinste kritische Anfangsfehlergro¨ße ac,0(N) bestimmt (Gl. (4.7)).
Q1 =
 a0
min
N∈[0;Nk]
ac,0(N)
m2 (4.7)
Die Verallgemeinerung auf beliebige Fehlerzahlen (siehe Kapitel 3) ergibt schließ-
lich die Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r das gesamte Bauteil nach Nk Zyklen:
Pf(Nk) = 1 − exp
− 1
V0
∫
V
1
4pi
∫
Ω
I dΩ dV
 mit (4.8)
I = max
η∈[0;Nk]
[(
σeq,max(η)
σ0V
)n−2
+
σ20V
B
η∫
0
(
σeq,max(N)
σ0V
)n
·(1−R(N))p dN
] m
n−2
.
B =
2K2−nIc
CY 2I (n− 2)
=
2K2Ic
C∗ · Y 2I (n− 2)
(4.9)
Der erste Term des Integranden I bildet den ’statischen’ Anteil der Ausfall-
wahrscheinlichkeit, wa¨hrend der zweite Term die zyklische Lastgeschichte beru¨ck-
sichtigt. Die Ausfallwahrscheinlichkeit wird durch das Maximum von I bestimmt,
also fu¨r den Einzelzyklus η, bei dem die Summe des statischen Terms und des
Ermu¨dungsterms am gro¨ßten ist. Im Falle einer statischen Last (R = 1) ver-
schwindet der Ermu¨dungsterm vollsta¨ndig und Pf wird fu¨r den Maximalwert von
σeq,max(η) ermittelt:
Pf(Nk) = 1 − exp
− 1
V0
∫
V
1
4pi
∫
Ω
max
η∈[0;Nk]
{(
σeq,max(η)
σ0V
)m}
dΩ dV
 . (4.10)
Die Formeln zur Berechnung von Pf weisen eine starke Analogie zu den For-
mulierungen bei unterkritischem Risswachstum auf (Gl. (3.26,3.27)). In beiden
Fa¨llen entha¨lt der Integrand einen Term, bei dem u¨ber die Lastgeschichte der
A¨quivalentspannung (bei zyklischer Last unter Einbeziehung des R-Verha¨ltnis)
integriert wird. Der wesentliche Unterschied ist, dass im zyklischen Fall der zeit-
liche Verlauf von σeq nicht beru¨cksichtigt wird, sondern nur die Maximalwerte
σeq,max der jeweiligen Zyklen. Die durch diese ’punktweise’ Berechnung erzielte
Vereinfachung basiert letztlich auf der Annahme, dass der zyklische Rissfortschritt
unabha¨ngig von der Frequenz und der Form der Lastamplitude ist.
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Periodisch wiederholte Lastkollektive
Das Ziel der Versagensbeschreibung ist, mo¨glichst komplexe Belastungsgeschich-
ten erfassen und effizient verarbeiten zu ko¨nnen. Zu diesem Zweck dient das im
vorherigen Abschnitt betrachtete zyklische Lastkollektiv (Abb. 4.2) als ’Basisele-
ment’ fu¨r komplexere Belastungsgeschichten.
Die periodische Wiederholung eines Lastkollektivs ist im Hinblick auf technologi-
sche Anwendungen von Interesse. Eine solche periodische Wiederholung tritt z.B.
bei rotierenden Bauteilen auf. Ein anschauliches Beispiel hierfu¨r ist eine Draht-
walze, die bei einer vollsta¨ndigen Rotation mit dem Draht in Kontakt kommt.
Daraus ergibt sich fu¨r jeden Punkt eine individuelle zeitliche Lastgeschichte, die
sich im quasi-stationa¨ren Fall bei jeder Rotation wiederholt. Die Versagenswahr-
scheinlichkeit kann nun in Abha¨ngigkeit der Anzahl der Rotationen bzw. der
periodischen Wiederholung des Umdrehungsvorgangs ausgedru¨ckt werden.
Wird ein Lastkollektiv wie im vorigen Abschnitt beschrieben Z-mal wiederholt, so
berechnet sich die Wahrscheinlichkeit, dass das Bauteil nach Z-Wiederholungen
versagt, nach Gl. (4.11).
Pf(Z) = 1 − exp
− 1
V0
∫
V
1
4pi
∫
Ω
I dΩ dV
 mit (4.11)
I = max
η∈[0;Nk]
[(
σeq,max(η)
σ0V
)n−2
+
σ20V
B
( η∫
0
(
σeq,max(N)
σ0V
)n
· (1−R(N))p dN
+ (Z − 1) ·
Nk∫
0
(
σeq,max(N)
σ0V
)n
· (1−R(N))p dN
)] m
n−2
Der Ermu¨dungsterm im Integrand I ist im Vergleich zu Gl. (4.8) um einen periodi-
schen Anteil erweitert. Fu¨r jeden betrachteten Zyklus η setzt sich der Ermu¨dungs-
anteil nun einerseits aus dem Beitrag der bereits erfolgten (Z−1)-Wiederholungen
des Lastkollektivs [0;Nk] und andererseits aus dem Beitrag der Zyklen 0 bis η bei
der letzten Wiederholung Z des Lastkollektivs zusammen. Die Ausfallwahrschein-
lichkeit wird dann fu¨r den Zyklus η berechnet, fu¨r den I maximal ist.
Geht man davon aus, dass der statische Term in Gl. (4.11) fu¨r große Werte von Z
vernachla¨ssigt werden kann, so ergibt sich die in Gl. (4.12) dargestellte Vereinfa-
chung der Ausfallwahrscheinlichkeit. Hierbei wird lediglich der Ermu¨dungsanteil
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t
σeq
j=1 j=2 j=L
Z(1) x Z(2) x Z(L) x
Nk
(1)N1
(1)
Nk
(2)N1
(2)
N1
(L) Nk
(L)
Abbildung 4.3: Schematische Darstellung einer seriellen Lastgeschichte.
der Z periodisch wiederholten Lastkollektive beru¨cksichtigt. Setzt man m∗ = m
n−2 ,
so kann Gl. (4.12) als Weibull-Verteilung im Bezug auf Z geschrieben werden:
Pf(Z) = 1 − exp
[
−
(
Z
N0
)m∗ ]
mit
N0 = D
− 1
m∗
D =
1
V0
∫
V
1
4pi
∫
Ω
σ20V
B
Nk∫
0
(
σeq,max(N)
σ0V
)n
· (1−R(N))p dN
m
∗
dΩ dV
(4.12)
Dabei ist m∗ der Weibull-Modul und N0 die charakteristische Lebensdauer
(63.2%-Quantil) der Verteilung. Die Struktur von Gl. (4.12) ist analog zu Gl.
(3.28).
Serielle Abfolge periodisch wiederholter Lastkollektive
Mit der im vorigen Abschnitt gezeigten periodischen Wiederholung ko¨nnen quasi-
stationa¨re Belastungszusta¨nde in der Zuverla¨ssigkeitsanalyse beru¨cksichtigt wer-
den. Fu¨r technische Anwendungen ist es daru¨ber hinaus wichtig, die Auswirkun-
gen von Abweichungen des quasi-stationa¨ren Zustands beru¨cksichtigen zu ko¨nnen.
Vor diesem Hintergrund ist eine weitere Abstraktion bei der Beschreibung der
zyklischen Lastgeschichte notwendig. Wurde im vorigen Abschnitt die Wieder-
holung eines Lastkollektivs behandelt, soll nun eine Serie von unterschiedlichen,
periodisch wiederholten Lastkollektiven betrachtet werden. Eine solche Serie ist
in Abb. 4.3 exemplarisch dargestellt.
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Ein serielles Lastkollektiv besteht aus j = 1..L Blo¨cken. Jeder Block j beinhaltet
ein (im Bezug auf den Ort) individuelles Lastkollektiv aus N
(j)
k Zyklen. Jedes
Lastkollektiv eines Blocks wird Z(j)-mal wiederholt. Geht man davon aus, dass
die Anzahl der Wiederholungen Z(j) groß sind, ko¨nnen die statischen Terme im
Integrand I (wie im Abschnitt zuvor) vernachla¨ssigt werden. Dann ergibt sich
folgende Formel fu¨r die Ausfallwahrscheinlichkeit1:
Pf = 1 − exp
− 1
V0
∫
V
1
4pi
∫
Ω
I dΩ dV
 mit
I =
 σ20V
B
L∑
j=1
Z(j)
N
(j)
k∫
0
(
σ
(j)
eq,max(N)
σ0V
)n
(1−R(j)(N))p dN

m
n−2
(4.13)
In diesem Fall berechnet sich die Ausfallwahrscheinlichkeit aus der Summe der
Beitra¨ge der Zyklenintegrale der einzelnen Blo¨cke.
Oberfla¨chenfehler
Die bisher hergeleiteten Formulierungen fu¨r zyklische Belastungen ko¨nnen direkt
auf Oberfla¨chenfehler u¨bertragen werden. Die entsprechenden Formeln befinden
sich in Anhang A.
Einfaches Potenzgesetz
Fu¨r die auf Gl. (4.1) beruhende Versagensbeschreibung werden drei materialspe-
zifische Ermu¨dungsparameter (n, p,B) beno¨tigt. Um die Parameter zu bestim-
men, sind zyklische Lebensdauerversuche bei mindestens zwei unterschiedlichen
R-Verha¨ltnissen erforderlich (siehe Kap. 1). Fu¨r den speziellen Fall, dass diese
Versuchsergebnisse nicht vorliegen, kann die Ausfallwahrscheinlichkeit auch mit
dem einfachen Potenzgesetz (wie Gl. (2.7)):
da
dN
= A ·∆KnI = A∗ ·
(
∆KI
KIc
)n
(4.14)
1Die allgemeine Form von Gl. (4.13) befindet sich im Anhang A
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ermittelt werden. Hiermit ergibt sich eine modifizierte Formulierung fu¨r den Int-
grand I aus Gl. (4.11):
I = max
η∈[0;Nk]
[(
σeq,max(η)
σ0V
)n−2
+
σ20V
B
( η∫
0
(
σeq,max(N)
σ0V
)n
· (1−R(N))n dN
+ (Z − 1) ·
Nk∫
0
(
σeq,max(N)
σ0V
)n
· (1−R(N))n dN
)] m
n−2
(4.15)
B =
2K2−nIc
AY 2I (n− 2)
=
2K2Ic
A∗Y 2I (n− 2)
. (4.16)
Wenn der Einfluss des R-Verha¨ltnisses (und damit ∆K) nicht generell vernach-
la¨ssigt werden kann, muss der R-Wert der Bauteilbelastung mit dem der Versuche
u¨bereinstimmen, die zur Parameterbestimmung durchgefu¨hrt wurden.
4.2 Programmtechnische Umsetzung
Die numerischen Integrationsroutinen in STAU beinhalten bereits die Behandlung
zeitabha¨ngiger Lastgeschichten im Zusammenhang mit unterkritischer Rissausbrei-
tung. Dabei wird das Zeitintegral (Gl. (3.26)), das den Anteil der Rissausbreitung
im Integranden fu¨r jede Stu¨tzstelle entha¨lt, durch eine Schleife u¨ber alle Zeitin-
kremente der Lastgeschichte numerisch gelo¨st. Aufgrund der strukturellen A¨hn-
lichkeit der Formulierungen bei unterkritischem und zyklischen Risswachstum
kann die Implementierung daher eng in Anlehnung an die bereits vorhandenen
Integrationsroutinen in STAU erfolgen.
Im Falle zyklischer Ermu¨dung sind einige wesentliche Modifikationen der vorhan-
denen Routinen no¨tig. Der wesentliche Aspekt ist hierbei, dass zyklische Ermu¨-
dung nicht von der zeitlichen Lastgeschichte (wie im unterkritischen Fall) sondern
von der Anzahl der Zyklen bestimmt wird. Somit kann das Integral u¨ber die zy-
klische Lastgeschichte an einer bestimmten Stu¨tzstelle (~x,Ω) anhand der Summe
der Beitra¨ge der Einzelzyklen berechnet werden:
Nk∫
0
(
σeq,max(~x,Ω, N)
σ0V
)n
(1−R(~x,Ω, N))p dN
=
Nk∑
i=N1
(
σeq,max(~x,Ω, i)
σ0V
)n
(1−R(~x,Ω, i))p .
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Fu¨r die programmtechnische Umsetzung bedeutet dies, dass die Zeitschleife im
Rahmen der numerischen Integration so modifiziert wird, dass nur die Zeitpunk-
te, die die einzelnen Zyklen repra¨sentieren, betrachtet werden. Dafu¨r muss fu¨r
jede Stu¨tzstelle vorher bekannt sein, zu welchen Zeitpunkten minimale und ma-
ximale Beanspruchung in jedem Zyklus Ni auftritt. Diese Informationen ko¨n-
nen global festgelegt oder mit Hilfe einer Zusatzroutine automatisch bestimmt
werdenn. Aus der maximalen und minimalen A¨quivalentspannung σeq,max(~x,Ω, i)
bzw. σeq,min(~x,Ω, i) ergibt sich schließlich das entsprechende Verha¨ltnis R(~x,Ω, i).
Die Summierung u¨ber die Einzelzyklen hat zur Folge, dass der Rechenaufwand
einer STAU-Analyse im Falle zyklischer Ermu¨dung verringert wird, da nicht u¨ber
alle Zeitinkremente integriert werden muss. Lediglich bei der Identifikation des
zyklischen Lastkollektivs muss die zeitliche Lastgeschichte analysiert werden.
4.2.1 Bestimmung des Lastkollektivs
Das zyklische Lastkollektiv bildet die Basis, um komplexe zyklische Lastgeschich-
ten durch periodische Wiederholung abzubilden. Das Lastkollektiv muss anhand
des in der FE-Analyse ermittelten zeitlichen Spannungsverlaufs definiert werden.
Im Zuge der numerischen Integration werden dabei folgende Informationen fu¨r
jede Stu¨tzstelle beno¨tigt: Anzahl der Zyklen sowie die Zeitpunkte, an denen ma-
ximale und minimale Belastung des jeweiligen Zyklus auftreten. In STAU sind
dafu¨r zwei Mo¨glichkeiten implementiert, diese Informationen vorzugeben: Direkte
Vorgabe und automatische Extraktion des Lastkollektivs.
Globale Vorgabe des Lastkollektivs
Bei der globalen Vorgabe des Lastkollektivs werden die jeweiligen Zeitpunkte der
Maxima und Minima der Zyklen fu¨r alle Stu¨tzstellen identisch festgelegt. Die glo-
bale Vorgabe des Lastkollektivs kann daher nur erfolgen, wenn eine (im zeitlichen
Sinne) proportionale Beanspruchung im Bauteil vorliegt. In Anlehnung an die
in STAU vorhandene Vorgehensweise im Falle zyklischer Belastung mit unter-
kritischem Risswachtum erfolgt die Vorgabe der Lastgeschichte u¨ber eine Datei.
In dieser Datei ko¨nnen neben den Zeitpunkten von Maxima/Minima der Zyklen
zusa¨tzlich Amplituden fu¨r die Beanspruchung vorgegeben werden. Somit ist es
beispielsweise mo¨glich, ein beliebiges Lastkollektiv auf Basis der Spannungsdaten
eines einzelnen Zeitpunktes zu definieren.
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Automatische Bestimmung des Lastkollektivs
In vielen Anwendungen, wie z.B. bei der im vorigen Abschnitt erwa¨hnten Walze,
liegt eine nicht-proportionale Beanspruchung vor. In diesem Fall kann die einfa-
che direkte Vorgabe nicht erfolgen, da an jedem Integrationspunkt ein individuel-
les Lastkollektiv vorliegt. Fu¨r diesen Fall wurde eine Routine implementiert, die
Lastkollektive automatisch aus dem zeitlichen Spannungsverlauf extrahiert.
Bei der automatischen Bestimmung des Lastkollektivs werden maximale und
minimale Belastungen an einem Punkt bestimmt und mit Hilfe eines Za¨hl-
algorithmus in eine zyklische Lastgeschichte u¨berfu¨hrt. Die Analyse des Belas-
tungsverlaufs erfolgt anhand der maximalen Hauptspannung. Diese Gro¨ße wur-
de in Hinblick auf das Normalspannungskriterium gewa¨hlt, da die A¨quivalent-
spannung mit diesem Kriterium zum Zeitpunkt der maximalen Hauptspannung
fu¨r alle Orientierungsstu¨tzstellen ebenfalls maximal sein muss. Sollten andere
Mixed-Mode-Kriterien verwendet werden, ko¨nnen grundsa¨tzlich auch andere ge-
eignete Gro¨ßen zur Analyse des Spannungsverlaufs in die entsprechende Routine
implementiert werden.
Im Zuge der numerischen Integration ist es erforderlich, fu¨r jede ra¨umliche Stu¨tz-
stelle ein Lastkollektiv zu identifizieren. Um den rechnerischen Aufwand, der mit
dieser Vorgehensweise verbunden wa¨re zu reduzieren, wird das Lastkollektiv ledig-
lich fu¨r das betreffende Element bestimmt. Hierfu¨r wird die Routine zur Bestim-
mung des Lastkollektivs zu Beginn der Integration auf der Ebene der Elemente
aufgerufen. Die daraus resultierenden Informationen gelten dann global fu¨r alle
Stu¨tzstellen des Elements.
Die Bestimmung des Lastkollektivs eines Elements erfolgt anhand des Hauptspan-
nungsverlaufs der Randknoten, fu¨r die Ergebnisse vorliegen. Da die Randknoten
unterschiedliche Spannungswerte aufweisen ko¨nnen bzw. da auch innerhalb eines
Elements nicht-proportionale Beanspruchung vorliegen kann, wird jeweils der ma-
ximale Hauptspannungswert aller Randknoten fu¨r die Identifikation verwendet.
Dadurch wird sichergestellt, dass im Falle einer nicht-proportinalen Belastung
innerhalb eines Elements die ho¨chste A¨quivalentspannnung beru¨cksichtigt wird.
Die Identifikation eines Lastkollektivs erfolgt schließlich in einem Za¨hlalgorithmus
auf Basis des Hauptspannungsverlaufs. Hierbei wird, wie in Abb. 4.4 gezeigt, die
Abfolge von Maximum-Minimum oder Mininum-Maximum im Spannungsverlauf
registriert und als Zyklus betrachtet. Sollte ein vereinzeltes Maximum/Minimum
auftreten, so wird grundsa¨tzlich der letzte Zeitschritt im betrachteten Intervall
als erga¨nzendes Minimum/Maximum angesehen. Das Beispiel in Abb. 4.4 ver-
deutlicht, dass der in der FE-Analyse betrachtete Zeitabschnitt den Verlauf des
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Abbildung 4.4: Beispiele fu¨r die Identifikation des Lastkollektivs: Das Lastkollek-
tiv (a) liegt im Fall (b) unvollsta¨ndig vor
Lastkollektivs fu¨r alle in der STAU-Rechnung beru¨cksichtigten Elemente vollsta¨n-
dig beinhalten muss.
4.2.2 Serielle Abfolge periodisch wiederholter Lastkollektive
Im Falle serieller Lastgeschichten werden fu¨r ein gegebenes Modell unterschied-
liche Blo¨cke betrachtet. Das bedeutet, dass mehrere Lastkollektive in einer oder
mehreren FE-Analysen berechnet werden mu¨ssen. Da in STAU bei einem Durch-
lauf der Integrationsroutine jedoch nur ein Lastkollektiv bearbeitet wird, sind
mehrere aufeinander folgende Durchla¨ufe fu¨r unterschiedliche Spannungsanalysen
notwendig. Um nicht innerhalb einer STAU-Analyse die Daten mehrerer Last-
kollektive einlesen zu mu¨ssen und um die Struktur der Integrationsroutine zu
erhalten, wird fu¨r jedes Lastkollektiv eine eigene STAU-Rechnung durchgefu¨hrt.
Um die Ausfallwahrscheinlichkeit nach Gl. (4.13) berechnen zu ko¨nnen, mu¨ssen
die fu¨r jedes Lastkollektiv j ermittelten Integralwerte addiert werden. Hierfu¨r
wird der Integralwert fu¨r jede Stu¨tzstelle (x, y, z, ϕ, ψ) in eine Datei geschrieben.
Diese Werte werden in der nachfolgenden STAU-Rechnung an der entsprechen-
den Stelle in der Integrationsroutine eingelesen, zum aktuellen Integralwert hinzu
addiert und schließlich wieder in die Datei geschrieben. Die Ausfallwahrschein-
lichkeit wird jeweils fu¨r den aktuellen Integralwert berechnet. Auf diese Art lassen
sich Modelle unabha¨ngig voneinander seriell rechnen, wobei nur die entsprechen-
de Datei zur Datenspeicherung u¨bernommen werden muss. Es versteht sich, dass
diese Vorgehensweise nur fu¨r Modelle mit identischem FE-Netz und betrachteten
Elementset durchgefu¨hrt werden kann.
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4.2.3 Temperaturabha¨ngige Risswachstumsparameter
Sollen die Formulierungen aus Abschnitt 4.1 auf temperaturabha¨ngige Werkstoff-
parameter erweitert werden, ergeben sich mehrere Schwierigkeiten bei der Umset-
zung. Ein Problem ist, dass ein Tupel {n,B, p} ermittelt werden muss, das einen
ganzen Zyklus repra¨sentiert. Dabei ko¨nnen die Werte n,B, p bereits innerhalb ei-
nes Zyklus variieren, da hier mehrere Temperaturen durchlaufen werden ko¨nnen.
Eine zweite Schwierigkeit geht direkt auf den Exponenten n zuru¨ck, da dieser in
den Exponenten m∗ des Integrands eingeht. Fu¨r diesen Fall wurde von Ziegler
[36] eine Na¨herungslo¨sung vorgeschlagen, bei der eine exakte Interpolation von n
erfolgt. Diese Vorgehensweise kann jedoch nicht ohne großen Rechenaufwand auf
zyklisch wiederholte Lastgeschichten u¨bertragen werden.
Im Falle zyklischer Ermu¨dung muss eine konservative Abscha¨tzung von n erfol-
gen, die fu¨r ein Lastkollektiv einen konstanten Wert fu¨r alle Zyklen festlegt. Bei
unterkritischer Rissausbreitung wird das Minimum von n aller Zeitinkremente
verwendet. Dies kann grundsa¨tzlich auf die zyklische Ermu¨dung u¨bertragen wer-
den, indem der Minimalwert n im Bezug auf das zyklische Lastkollektiv bestimmt
wird. Dann mu¨ssen die Parameter p(T ), B(T ) fu¨r jeden Zyklus bestimmt werden.
Diese Werte werden an den Zeitpunkten der maximalen Belastung interpoliert.
4.2.4 Mixed-Mode-Kriterium
Die in STAU verwendeten Mixed-Mode-Kriterien sind lokale Versagenskriterien
fu¨r die katastrophale Rissausbreitung natu¨rlicher Fehler im Material. Dabei wird
davon ausgegangen, dass diese Mechanismen auch im Falle langsamen Rissfort-
schritts (Ermu¨dung) anwendbar sind. Daher wird bei der Berechnung der A¨qui-
valentspannung fu¨r den statischen Anteil und den Ermu¨dungsanteil das selbe Kri-
terium verwendet. Grundsa¨tzlich ko¨nnte an dieser Stelle mit unterschiedlichen
Mixed-Mode-Kriterien gearbeitet werden. Obwohl es Hinweise auf eine Mixed-
Mode-Abha¨ngigkeit der zyklischen Mechanismen gibt [52], existieren jedoch nicht
ausreichend Daten bzw. Kriterien, die einen solchen Ansatz zum jetzigen Zeit-
punkt rechtfertigen.
4.3 Verifikationsbeispiel
In diesem Abschnitt wird die Funktion der erweiterten Version von STAU an-
hand eines einfachen Fallbeispiels an Al2O3 demonstriert. Hierbei handelt es sich
um die kommerzielle Variante Al2O3-F99.7 (Friatec, Mannheim), fu¨r die eine
große Datenbasis an dynamischen und zyklischen 4PB-Versuchen vorliegt [53].
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Die fu¨r die Zuverla¨ssigkeitsbewertung wesentlichen Werkstoffparameter ko¨nnen
Tab. 4.1 entnommen werden. Die Kennwerte fu¨r Inertfestigkeit und unterkriti-
sches Risswachstum wurden in dynamischen 4PB-Versuchen gemessen. Daneben
wurden zyklische 4PB-Versuche bei unterschiedlichen R-Verha¨ltnissen (0.1, 0.33,
0.5) durchgefu¨hrt. Anhand dieser Daten wurden die zyklischen Risswachstumspa-
rameter mittels einer in [11] beschriebenen Methode bestimmt.
(a) Inertfestigkeit [54]
m b [MPa]
15 383
(b) unterkritisches Risswachstum [54]
nu Bu [MPa
2 · s]
37.3 5.16 · 104
(c) zyklisches Risswachstum [52]
n B [MPa2 · Zyklus] p
19.88 3.22·105 4.57
Tabelle 4.1: Materialparameter Al2O3-F99.7; Messungen SFB483: (a) Inertfes-
tigkeitsparameter, (b) unterkritische und (c) zyklische Risswachs-
tumsparameter.
Abb. 4.5 zeigt die mit STAU ermittelten Vorhersagen fu¨r die charakteristische
Lebensdauer N0 (63.2%-Quantil). Diese wurden wurde auf Basis eines 3D-FE-
Modells nach Gl. 4.12 fu¨r Volumenfehler berechnet. Da die verwendeten Riss-
wachstumsparameter selbst aus den 4PB-Versuchen bestimmt wurden, weisen
die Vorhersagen wie erwartet eine gute U¨bereinstimmung mit den experimen-
tellen Ergebnissen auf. Gro¨ßere Abweichungen zu den Messwerten treten einzig
beim mittleren Spannungshorizont fu¨r R = 0.33 auf.
Die Auswirkung des zyklischen Ermu¨dungseffekts zeigt sich, wenn Lebensdauer-
vorhersagen auf Basis der unterkritischen Parameter getroffen werden, wobei nur
der statische Ermu¨dungsanteil der periodischen Last (in diesem Fall sinusfo¨rmig,
30 Hz) beru¨cksichtigt wird. Um den Einfluss am Beispiel von Al2O3 aufzuzeigen,
wurden die charkteristischen Lebensdauern im Fall R = 0.1 auf Basis von nu und
Bu (nach [1], S.81) berechnet. Die Ergebisse dieser statischen Vorhersage sind
in Abb. 4.6 im Vergleich zu den Vorhersagen mit STAU dargestellt. Dabei zeigt
sich, dass die vorhergesagte Lebensdauer mit der statischen Methode um mehr als
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Abbildung 4.5: STAU-Vorhersage der charakteristischen Lebensdauer N0 (durch-
gezogene Linien) fu¨r zyklische 4PB-Versuche an Al2O3-F99.7.
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Abbildung 4.6: Vergleich der STAU-Vorhersagen und der Vorhersagen aus sta-
tischen Versuchen auf Basis der unterkritischen Parameter fu¨r
R = 0.1.
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fu¨nf Gro¨ßenordnungen u¨berscha¨tzt wird. Dies unterstreicht den starken Einfluss
zyklischer Degradation bei diesem Werkstoff.
Da die Berechnung der charakteristischen Lebensdauer nach Gl. 4.12 eine Ver-
einfachung des allgemeinen Zusammenhangs in Gl. 4.11 darstellt, wurde eine
Vergleichsrechnung fu¨r R = 0.33 durchgefu¨hrt. Dabei wurde die Zyklenzahl be-
stimmt, fu¨r die sich mit der exakten Formel eine Ausfallwahrscheinlichkeit von
63.2% ergibt. Diese Ergebnisse sind den N0-Werten der vereinfachten Berech-
nung in Abb. 4.7 gegenu¨bergestellt. Dabei wird deutlich, dass sich wesentliche
Abweichungen in den Vorhersagen fu¨r N0 nur ergeben, wenn die maximale Rand-
faserspannung im Versuch im Bereich der Inertfestigkeit b liegt. Fu¨r den oberen
gemessenen Spannungshorizont, der bereits relativ niedrige Lebensdauern auf-
weist, ergibt sich durch die Vereinfachung jedoch noch keine wesentliche Abwei-
chung in der Vorhersage. Das bedeutet, dass N0 im Bereich hoher Zyklenzahlen
(>100 Zyklen) eine geeignete Gro¨ße ist, um die Lebensdauer eines Bauteils zu
bewerten.
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Abbildung 4.7: Vergleich der Ergebnisse fu¨r N0 berechnet mit der vereinfachten
und vollsta¨ndigen Formulierung fu¨r R = 0.33.
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Siliziumnitrid-Keramiken sind vor allem aufgrund ihrer hohen Festigkeit (auch im
Hochtemperaturbereich) in technischen Anwendungen verbreitet. Festigkeit und
Rissza¨higkeit dieser Keramik werden dabei wesentlich durch die Mikrostruktur
bestimmt. Die mechanischen Eigenschaften werden einerseits durch die Korn-
morphologie [55, 56] und andererseits durch den amorphen Korngrenzfilm be-
stimmt [57]. Charakteristisch fu¨r Si3N4-Keramiken sind elongierte stengelfo¨rmige
β-Si3N4-Ko¨rner, die insbesondere fu¨r die Bru¨ckenbildung bei Mikrorissen verant-
wortlich sind.
Fu¨r die Wa¨lzversuche, die im nachfolgenden Kapitel beschrieben werden, wurde
die kommerzielle Si3N4-Variante SL200BG der Firma Ceramtec ausgewa¨hlt. Die-
ser Werkstoff wurde bereits im Rahmen eines europa¨ischen Forschungsprogramms
(ESIS TC6) als Referenzmaterial umfassend charakterisiert [58]. In Erga¨nzung zu
dieser Datenbasis wurden im Rahmen des SFB 483 Vergleichsmessungen zu me-
chanischen Eigenschaften sowie umfangreiche Versuche zur Charakterisierung des
zyklischen Ermu¨dungsverhaltens durchgefu¨hrt. Die Auswertung und die Interpre-
tation der zyklischen Messungen sind der Schwerpunkt dieses Kapitels.
5.1 Allgemeine Eigenschaften
SL200BG entha¨lt ∼3 Masse-% Al2O3 sowie ∼3 Masse-% Y2O3 als Sinterhilfs-
mittel. Der Sinterprozess erfolgt in einer kommerziellen Route der Fa. Ceramtec.
Tab. 5.1 (a) entha¨lt Kenngro¨ßen zu Mikrostruktur, Dichte und den elastischen
Eigenschaften. Diese sind vor allem fu¨r die Spannungsanalyse von Bedeutung.
5.2 Rissza¨higkeit und R-Kurvenverhalten
Die Rissza¨higkeit wurde mittels der SEVNB-Methode bestimmt. Die Ergebnisse
sind in Tab. 5.1 (b) aufgefu¨hrt, als Referenz ist zusa¨tzlich der im ESIS-Projekt
gemessene Wert angegeben. Die unterschiedlichen Werte ko¨nnen auf die Emp-
findlichkeit der Messmethode bzgl. der Kerbeinbringung zuru¨ckgefu¨hrt werden.
Die R-Kurvenmessung wurde ebenfalls mittels der SEVNB-Methode anhand einer
gekerbten 4PB-Probe gemessen. Dabei wurde die R-Kurve im Bereich kleiner
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Gro¨ße Einheit Wert
(a) Allgemeine Eigenschaften [59]
mittl. Streckungsgrad - 3
mittl. Kornla¨nge µm 1
Dichte g/cm3 3.21
Ha¨rte - 1483 (HV10)
E-Modul GPa 310
ν - 0.29
(b) Rissza¨higkeit
KIc (SEVNB) [59] MPa
√
m 5.65
KIc (SEVNB), ESIS [58] MPa
√
m 4.9
(c) Festigkeit
Weibull-Modul m - 12.2 (8.7;15.1)
Weibull-Modul m (korrigiert) - 11.5
4PB-Festigkeit b MPa 1044 (1012;1077)
(d) unterkritisches Risswachstum
nu - 42
A∗u m/s 2.0·10−6
Bu MPa
2 · s 3.6·10+5
(e) zyklisches Risswachstum (Luft)
n - 24
p - 3.5
C∗ m/Zyklus 3.6·10−8
B MPa2 · Zyklus 4.8·10+7
(f) zyklisches Risswachstum (Wasser)
n - 29.9
p - 3.5
C∗ m/Zyklus 1.3·10−4
B MPa2 · Zyklus 1.1·10+4
Tabelle 5.1: Werkstoffeigenschaften Si3N4-SL200-BG bei Raumtemperatur.
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Abbildung 5.1: R-Kurve im Bereich kleiner Rissla¨ngen ∆a (Messwerte aus [60]).
Rissla¨ngen ∆a aus der A¨nderung der Nachgiebigkeit bestimmt, die aus der Last-
Verschiebungskurve ermittelt wird. Dieses Verfahren wurde erstmals von Fett et
al. [60] vorgestellt und ermo¨glicht eine sehr feine Auflo¨sung im Anfangsbereich
der R-Kurve. Aus Abb. 5.1 wird deutlich, dass die R-Kurve bereits nach ca.
10 µm einen Sa¨ttigungswert errreicht. Die Bru¨ckenspannungsparameter, die als
materialspezifische Kenngro¨ßen im Bezug auf das R-Kurvenverhalten angesehen
werden ko¨nnen, wurden in [61] anhand dieser Daten bestimmt.
5.3 Festigkeit
Die Inertfestigkeit wurde mittels eines Standard 4PB-Versuchs [28] bestimmt.
Dabei wurden zuna¨chst 15 Messungen durchgefu¨hrt, deren Ergebnisse in [62] do-
kumentiert sind. Um die Stichprobengro¨ße zu erho¨hen, wurden 9 weitere Versuche
mit Restproben auf zwei unterschiedlichen Maschinen durchgefu¨hrt. Somit liegt
ein Stichprobenumfang von ’24’ fu¨r die Bestimmung der Inertfestigkeit vor.
Die Festigkeitsverteilung ist in dem Weibull-Diagramm in Abb. 5.2 dargestellt.
Die Scha¨tzwerte der Parameter m und b mit den jeweiligen 90%-Konfidenz-
intervallen sind in Tabelle 5.1 (c) angegeben. SL200 weist eine fu¨r Si3N4 typische
4PB-Festigkeit von u¨ber 1 GPa auf.
Die schwach ausgepra¨gte Bimodalita¨t in der Verteilung der Messwerte kann mit
dem R-Kurvenverhalten erkla¨rt werden. Demnach werden grosse Fehler sta¨rker
geschirmt als kleine Fehler, die nicht den Plateauwert der Rissza¨higkeit erreichen.
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Somit sind sehr niedrige Festigkeiten weniger wahrscheinlich, was zu dem charak-
teristischen ’Abknicken’ der Festigkeitsverteilung fu¨hrt. Dies wird z.B. auch bei
Al2O3 beobachtet [63], wobei die Bimodalita¨t im Fall von Si3N4 durch den steilen
Anstieg der R-Kurve nicht so stark ausgepra¨gt ist wie bei Al2O3.
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Abbildung 5.2: Inertfestigkeitsverteilung mit 90% Konfidenzbereich
5.4 Unterkritisches Risswachstum
Das unterkritische Risswachstumsverhalten wurde im Rahmen des SFB 483 nicht
untersucht. Hier kann auf die Ergebnisse von statischen 4PB-Versuchen aus dem
ESIS-Projekt in [58] zuru¨ckgegriffen werden. Die Risswachstumsparameter sind
in Tabelle 5.1 (d) angegeben. Der Wert nu wurde der o.g. Vero¨ffenlichung entnom-
men, A∗u wurde anhand der dort gezeigten Risswachstumskurve gescha¨tzt. Fu¨r die
Berechnung von Bu nach Gl. (3.27) wurde der in [58] gemessene KIc-Wert von
4.9 MPa
√
m verwendet.
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5.5 Zyklisches Risswachstum
Zur Untersuchung des Ermu¨dungsverhaltens wurden im Rahmen des SFB 483
zyklische 4PB-Versuche durchgefu¨hrt. Die Versuche wurden an unterschiedlichen
Umgebungsmedien (Laborluft und Wasser) bei Raumtemperatur durchgefu¨hrt.
Die Versuchsfu¨hrung sowie Einzelheiten zum Versuchsaufbau sind in Schwind et
al. [62] beschrieben. Im folgenden Abschnitt werden die Auswertemethoden skiz-
ziert, mit denen Risswachstumsparameter fu¨r natu¨rliche Fehler bestimmt werden
ko¨nnen.
5.5.1 Auswertemethoden
Wo¨hlerkurve
Basierend auf dem Potenzgesetz in Gl. (2.7) kann die experimentell ermittelte Le-
bensdauer Nf in Abha¨ngigkeit der Versuchsparameter ∆σ bzw. σmax beschrieben
werden ([1], S.114):
Nf =
Bσn−2c
(∆σ)n
=
Bσn−2c
(σmax)n(1−R)n . (5.1)
Hierbei ist σc die Inertfestigkeit; der Parameter B entha¨lt den Risswachstumspa-
rameterA bzw.A∗ nach Gl. (4.16). Aus der Wo¨hlerauftragung logNf = −n log(∆σ)
+ log[Bσn−2c ] ko¨nnen n und B und somit A bzw. A
∗ bestimmt werden. Bei dieser
Methode mu¨ssen Lebensdauertests fu¨r mehrere Lasthorizonte ∆σ durchgefu¨hrt
werden.
Weibull-Verteilung
Bei dieser Methode werden die Parameter aus der Weibull-Verteilung der Mess-
werte eines einzelnen Lasthorizonts ∆σ bestimmt. Hierfu¨r wird vorausgesetzt,
dass die Lebensdauer durch eine Weibull-Verteilung
Pf(N) = 1− exp
[
−
(
N
N0
)m∗]
(5.2)
beschrieben werden kann ([1], S.114). Aus den Weibull-Parametern m∗ und N0,
die mit der Maximum-Likelihood Methode gescha¨tzt werden, berechnen sich die
Risswachstumsparameter nach Gl. (5.3).
m∗ =
m
n− 2 B =
N0(∆σ)
n
σn−2c
(5.3)
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Hierbei sind m und σc die Weibull-Parameter der zugeho¨rigen Festigkeitsvertei-
lung.
Erweiterte Lebensdauermethode
Ein entscheidender Nachteil der beiden erstgenannten Methoden ist, dass sie
auf dem Potenzgesetz in Gl. (2.7) beruhen. Die erweiterte Lebensdauermetho-
de hingegen ermo¨glicht die Ermittlung der Risswachstumskurve und ist somit
unabha¨ngig von einer Annahme u¨ber die Form des Risswachstumsgesetzes. Diese
Methode wurde erstmals fu¨r unterkritisches Risswachstum angewendet [64] und
spa¨ter fu¨r zyklischen Rissfortschritt erweitert [11]. Hierbei wird jedem gemessenen
Lebensdauerwert Nf,i eine Bruchspannung σc,i aus der dazugeho¨rigen Festigkeits-
verteilung zugeordnet. Die Zuordnung erfolgt jeweils u¨ber die Rangstatistik FF,i
(Festigkeit) und FL,i (Lebensdauer)
FF,i =
i
kF + 1
FL,i =
i
kL + 1
(5.4)
wobei kF die Gro¨ße der Festigkeitsstichprobe und kL die der Lebensdauerstich-
probe ist. Falls sich die Stichprobengro¨ßen unterscheiden, erfolgt die Zuordnung
durch Interpolation der jeweiligen FF,i/FL,i-Werte.
Aus dem Tupel {Nf,i;σc,i} ergibt sich nach Gl. (5.5) ein Wert fu¨r die Risswachs-
tumsrate [11]:(
da
dN
)
i
= − 2K
2
Ic
Nfσ2cY
2
I
d log(∆σ/σc)
d log[Nf (∆σ)2]
. (5.5)
Der zu (da/dN)i geho¨rige Wert
(
∆KI
KIc
)
i
berechnet sich aus(
∆KI
KIc
)
i
=
∆σ
σc,i
. (5.6)
Die logarithmische Ableitung d log(∆σ/σc)
d log[Nf (∆σ)2]
in Gl. (5.5) wird dabei aus der Auftra-
gung log(Nf (∆σ)
2) gegen log(∆σ/σc) ermittelt.
Ein Vergleich der hier beschriebenen Methoden anhand experimenteller Daten
findet sich in [11].
5.5.2 Lebensdauerdaten in Laborluft
Die Versuche in Luft wurden jeweils fu¨r die R-Verha¨ltnisse 0.1 und 0.5 durch-
gefu¨hrt. Dabei wurden jeweils 10 Proben bei unterschiedlichen Lasthorizonten
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Abbildung 5.3: Wo¨hlerkurven der zyklischen Versuche bei RT in Laborluft fu¨r
R = 0.1 und R = 0.5.
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∆σ bis zum Versagen zyklisch belastet. Die maximale Versuchsdauer war auf 107
Zyklen beschra¨nkt, so dass Proben, die nicht innerhalb dieses Intervalls versagt
haben, als Durchla¨ufer gewertet wurden. Das Wo¨hlerdiagramm in Abb. 5.3 gibt
eine vollsta¨ndige U¨bersicht der Messwerte. Die Ausgleichsgeraden beruhen auf
einer linearen Regression u¨ber die Messwerte (ohne Durchla¨ufer/Sofortbru¨che).
Aufgrund der geringen Stichprobenzahl pro Lasthorizont sind Auswertung und
Interpretation der Ergebnisse nicht trivial. Durch die hohe Zahl von Durchla¨ufern
stehen fu¨r einige Lasthorizonte nur 7 Messwerte zur Verfu¨gung. Um eine Ab-
scha¨tzung des Risswachstumsexponenten n zu erhalten, wurden die Messwerte in
einem ersten Schritt anhand der Weibull-Verteilung bzw. mittels der erweiterten
Lebensdauermethode fu¨r jeden Lasthorizont ∆σ einzeln ausgewertet. Zusa¨tzlich
wurden die n-Werte aus der Regressionsgrade der Wo¨hlerkurve bestimmt. Die
Ergebnisse sind in Tab. 5.2 aufgefu¨hrt, zusa¨tzlich sind die einzelnen Weibull-
Verteilungen bzw. Risswachstumskurven im Anhang B graphisch dargestellt.
R ∆σ [MPa] n n n
Weibull-Verteilung Risswachstumskurve Wo¨hlerkurve
660 16.6 19.5
0.1 680 33.9 26.3 37.3
700 25.5 23.7 25.8*
720 17.8 17.1
360 32.3 24.7
0.5 370 33.9 33.5 46.9
380 39.6 37.1 38.4*
400 23.7 24.7
Tabelle 5.2: Risswachstumsexponent n ermittelt aus der Weibull-Verteilung bzw.
der Risswachstumskurve einzelner Lasthorizonte ∆σ sowie aus
der Regression der Wo¨hlerkurve (*Auswertung ohne Durchla¨u-
fer/Sofortbru¨che).
Die aus der Steigung der Wo¨hlerkurve ermittelten Risswachstumsexponenten lie-
gen signifikant ho¨her als die jeweiligen Werte der Weibull- bzw. Risswachstums-
kurvenauswertung, die jeweils auf den Daten der einzelnen Lasthorizonte beru-
hen. Zudem liegen die Werte mit n > 40 eher in der Gro¨ßenordnung des unter-
kritischen Risswachstumsexponenten. Diese Ergebnisse ko¨nnen dadurch erkla¨rt
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werden, dass Durchla¨ufer und Sofortbru¨che einen großen Einfluss auf die Stei-
gung der Regressionsgerade der Wo¨hlerkurve haben. Werden Durchla¨ufer und
Sofortbru¨che vernachla¨ssigt, ergeben sich deutlich geringere n-Werte, die mit den
Ergebnissen der anderen Auswertemethoden vergleichbar sind.
Bei der Weibull-Auswertung haben Durchla¨ufer einen großen Einfluss auf den
Modul m∗ (und somit auf die n-Werte), insbesondere im Fall R = 0.1. Abb. 5.4
verdeutlicht, dass sich bei Beru¨cksichtigung von Durchla¨ufern Abweichungen der
Messwerte zur Weibull-Gerade ergeben, die nicht auftreten, wenn Durchla¨ufer
nicht beru¨cksichtigt werden. Dieser starke Einfluss beruht darauf, dass Lebens-
dauern ≥ 107-Zyklen im Vergleich zu den restlichen Messwerten ungewo¨hnlich
hoch sind. Eine Erkla¨rung hierfu¨r ko¨nnte sein, dass die Durchla¨ufer bereits den
Bereich des unteren Schwellwerts fu¨r zyklisches Risswachstum erreicht haben, so
dass die Risswachstumsraten nicht mehr dem linearen Bereich der Risswachs-
tumskurve (Vgl. Abb. 2.6) zuzuordnen sind. Dieser Effekt ist bei R = 0.1 beson-
ders ausgepra¨gt, so dass die Durchla¨ufer in diesem Fall fu¨r die weitere Weibull-
Auswertung nicht beru¨cksichtigt werden.
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Abbildung 5.4: Weibull-Auswertung fu¨r R = 0.1 und ∆σ = 660MPa; Auswertung
(a) mit Durchla¨ufern bzw. (b) ohne Durchla¨ufer.
Die Ergebnisse in Tabelle 5.2 eignen sich trotz der teilweise relativ großen Streu-
ung der n-Werte als erster Anhaltspunkt zur Abscha¨tzung der Ho¨he des Riss-
wachstumsexponenten. Hier deutet sich eine Abha¨ngigkeit von n bzgl. des R-
Verha¨ltnisses an. Bei R = 0.1 liegen die Werte tendenziell im Bereich n ≈ 20,
wa¨hrend sie fu¨r R = 0.5 bei n ≈ 30 liegen. Der Grund fu¨r diesen Effekt ist, dass
sich unterkritisches Risswachstum bei einem ho¨heren Spannungsverha¨ltnis sta¨r-
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ker auswirkt. Somit wird der zyklische n-Wert in Richtung des unterkritischen
Werts nu = 42 verschoben.
In Abb. 5.5 sind die Daten aller Risswachstumskurven in einem Diagramm ge-
meinsam dargestellt. Diese Kurven dienen als Ausgangspunkt fu¨r die Bestimmung
von Risswachstumsparametern. Die große Streuung der Daten ist auf den gerin-
gen Umfang der Stichproben zuru¨ckzufu¨hren, die pro Lasthorizont fu¨r die Lebens-
dauermessung verwendet werden. Ist der Stichprobenumfang zu klein, kann das
Festigkeitsniveau der jeweiligen Stichprobe und somit das Risswachstumsniveau
in Abha¨ngigkeit von ∆σ stark variieren, was zu einer Verschiebung der Kurven
entlang der
∆KI,max
KIc
-Achse fu¨hrt. Liegen die Lasthorizonte wie im vorliegenden
Fall dann in einem engen Bereich, wirkt sich diese Verschiebung besonders stark
aus.
Werden die Kurven getrennt nach R-Verha¨ltnis mit dem Potenzgesetz (Gl. (2.7))
ausgewertet, ergeben sich unterschiedliche Exponenten n (Tab. 5.3 (a)). Dabei
wird fu¨r R = 0.5 ein ho¨herer n-Wert ermittelt als im Fall R = 0.1. Dies be-
sta¨tigt den Trend, der sich bereits bei der Einzelauswertung der Lasthorizonte
in Tab. 5.2 abzeichnet. Fu¨r das in STAU verwendete Gesetz (Gl. (2.9)) wer-
den die Kurven beider R-Verha¨ltnisse ausgewertet, so dass neben dem Exponent
auch der Parameter p (Tab. 5.3 (a)) bestimmt wird, der die Abha¨ngigkeit der
Risswachstumsrate von R charakterisiert. Aufgrund der großen Streuung in den
Risswachstumsdaten unterliegen die daraus gewonnenen Risswachstumsparame-
ter (Tab. 5.3 (a)) einer Unsicherheit. Dies spiegelt sich vor allem in den Kurven
(Abb. 5.5) bzgl. Kmax/KIc fu¨r die verschiedenen R-Verha¨ltnisse wieder, die sich
z.T. u¨berschneiden.
Aufgrund der U¨berlegungen zur Unsicherheit der Parameter ist eine Reduzierung
der Streuung in den Risswachstumsdaten mit Blick auf eine mo¨glichst genaue
Kenntnis der Risswachstumsparameter von großem Interesse. Dies soll im folgen-
den Abschnitt mittels einer Pooling-Strategie erreicht werden.
5.5.3 Pooling
Die Grundidee des Pooling-Ansatzes ist, die bei unterschiedlichen Werten ∆σ ge-
messenen Lebensdauerwerte auf einen einzigen Spannungshorizont abzubilden.
Die daraus resultierende ’gepoolte’ Stichprobe hat dann einen gro¨ßeren Um-
fang. Die Umrechnung der einzelnen Messwerte erfolgt auf Basis der Weibull-
Verteilung, die fu¨r jeden Lasthorizont ∆σ ermittelt wird und ist in Abb. 5.6
schematisch dargestellt.
56
5 Werkstoffeigenschaften Si3N4-SL200
10-14
10-13
10-12
10-11
10-10
10-09
10-08
10-07
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0
lg( K max /K Ic )
v [m/s]
R=0.5
R=0.1
lg(KI,max/KIc)
da/dN [m/Zyklus]
10-07
10-08
10-09
10-10
10-11
10-12
10-13
10-14
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
lg( ∆ K /K Ic )
v [m/s]
R=0.5 R=0.1
( I Ic
da/dN [m/Zyklus]
(a)
(b)
Abbildung 5.5: Risswachstumskurven bezogen auf (a) ∆KI/KIc und auf (b)
KI,max/KIc bei RT in Laborluft.
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einfaches Potenzgesetz Gl. (2.7)
(a) ungepoolt (b) paarweise gepoolt (c) vollsta¨ndig gepoolt
R 0.1 0.5 0.1 0.5 0.1 0.5
n 22.9 32.7 20.9 29.0 20.0 27.5
A∗ [ m
Zyklus
] 2.3·10−7 3.5·10+2 1.0·10−7 6.2·100 5.6·10−8 1.1·100
erweitertes Potenzgesetz Gl. (2.9)
(a) ungepoolt (b) paarweise gepoolt (c) vollsta¨ndig gepoolt
n 26.6 24.0 23.1
p 2.7 3.5 3.7
C∗ [ m
Zyklus
] 6.7·10−8 3.6·10−8 2.3·10−8
Tabelle 5.3: U¨bersicht Risswachstumsparameter (Luft, RT) ermittelt mit ver-
schiedenen Poolingstrategien und im Bezug auf verschiedene Potenz-
gesetze.
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Abbildung 5.6: Schematische Darstellung des Pooling-Verfahrens.
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Um einen Lebensdauerwert N
(1)
i , der bei einem Spannungsniveau ∆σ
(1) gemes-
sen wurde, auf ein anderes Spannungsniveau ∆σ(pool) umzurechnen, werden zu-
erst die Weibull-Parameter m∗(1) bzw. N (1)0 der Lebensdauerverteilung fu¨r das
Spannungsniveau ∆σ(1) ermittelt. Damit wird dem Messwert ein Quantilwert Qi
zugewiesen:
Qi = 1− exp
−(N (1)i
N
(1)
0
)m∗(1) .
Der gepoolte Lebensdauerwert N
(pool)
i ergibt sich aus der Bedingung, dass der
Quantilwert Qi im Lasthorizont ∆σ
(pool) erhalten bleibt (Quantil-Verschiebung),
so dass sich folgende Beziehung ergibt:
Qi = 1− exp
−(N (pool)i
N
(pool)
0
)m∗(1) = 1− exp
−(N (1)i
N
(1)
0
)m∗(1)
⇒ N (pool)i = N1i
(
N
(pool)
0
N
(1)
0
)
. (5.7)
Der Wert N
(pool)
0 kann dabei fu¨r einen beliebigen Lasthorizont anhand der Aus-
gleichsgerade berechnet werden, die aus den einzelnen Weibull-Lebensdauern
N
(1)
0 -N
(3)
0 erhalten wird.
Im Folgenden werden zwei Pooling-Varianten betrachtet. Im ersten Fall wurden
die Daten der beiden a¨ußeren Lasthorizonte auf das Niveau der jeweils benachbar-
ten (inneren) Horizonte umgerechnet, so dass sich die Anzahl der auszuwertenden
Lasthorizonte pro R-Verha¨ltnis auf zwei reduziert. Diese Variante wird im Fol-
genden als paarweises Pooling bezeichnet. Im zweiten Fall wurden alle Daten auf
jeweils einen Lasthorizont umgerechnet, so dass pro R-Wert eine einzige Stich-
probe entsteht. Dies wird als vollsta¨ndiges Pooling bezeichnet. Als Lasthorizonte
∆σ(pool) wurden bei dieser Variante ∆σ = 680 MPa (R = 0.1) und ∆σ = 370
MPa (R = 0.5) ausgewa¨hlt (Vgl. Abb. 5.3).
Eine deutliche Verringerung der Streuung kann bereits durch das paarweise Poo-
ling erzielt werden, was aus den Kurven in Abb. 5.7 hervorgeht. Der Vergleich
mit den ungepoolten Daten zeigt, dass die Abnahme vor allem bei R = 0.5 stark
ausgepra¨gt ist. Im Diagramm bzgl. KI,max/KIc (Abb. 5.7 (b)) deutet sich zudem
die charakteristische Unterteilung der Kurven in die Bereiche I-III an. Der lineare
Bereich II liegt demnach na¨herungsweise im Bereich 0.66 ≤ KI,max/KIc ≤ 0.92.
Die Risswachstumsparameter wurden aus den paarweise gepoolten Daten hin-
sichtlich des einfachen Potenzgesetzes (Gl. (2.7)) sowie des in STAU verwendeten
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Abbildung 5.7: Risswachstumskurven aus paarweise gepoolten Messwerten bezo-
gen auf (a) ∆KI/KIc (mit ungepoolten Werten als Vergleich) und
auf (b) KI,max/KIc.
60
5 Werkstoffeigenschaften Si3N4-SL200
10-7
10-8
10-9
10-10
10-11
10-12
10-13
10-14
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
lg( ∆ K/K Ic )
v [m/s]
R=0.5 R=0.1
gepoolt
ungepoolt
l ( I/KIc)
da/dN [m/Zyklus]
10-14
10-13
10-12
10-11
10-10
10-9
10-8
10-7
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1
lg(K max /K Ic )
v [m/s]
R=0.5
R=0.1
I,max IcK K=I,max
Ic
0.66K
K
=
lg( I,max/KIc)
da/dN [m/Zyklus]
(a)
(b)
Abbildung 5.8: Risswachstumskurven aus vollsta¨ndig gepoolten Messwerten be-
zogen auf (a) ∆KI/KIc (mit ungepoolten Werten als Vergleich)
und auf (b) KI,max/KIc.
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Gesetzes (Gl. (2.9)) ermittelt und sind in Tab. 5.3 (b) aufgefu¨hrt. Insgesamt erge-
ben sich im Vergleich zum ungepoolten Fall niedrigere n-Werte, der Einfluss des
Spannungsverha¨ltnisses R auf den Exponenten bleibt jedoch erhalten. Die Erho¨-
hung der Trennscha¨rfe beider Kurven wirkt sich zudem auf den p-Wert (p = 3.5)
aus, der nun ho¨her ist als im ungepoolten Fall (p = 2.7).
Betrachtet man die auf Basis der vollsta¨ndig gepoolten Daten errechneten Riss-
wachstumsparameter in Tab. 5.3 (c), so zeigt sich keine wesentliche Vera¨nderung
im Vergleich zu den Ergebnissen aus den paarweise gepoolten Daten. Da nur ein
Lasthorizont pro R-Wert ausgewertet wird, ist die Streuung der Risswachstums-
kurven praktisch eliminiert (Abb. 5.8).
Beim genauen Vergleich der vollsta¨ndig gepoolten Kurven mit den ungepoolten
bzw. paarweise gepoolten Daten fa¨llt auf, dass die Risswachstumsdaten in den
Bereich KI,max = KIc hin verschoben sind, in dem eigentlich instabiles Risswachs-
tum zu erwarten wa¨re. Hierbei handelt es sich um ein Artefakt, welches auf die
erweiterte Lebensdauermethode (Kap. 5.5.1) und die Bimodalita¨t der Festigkeits-
verteilung zuru¨ckzufu¨hren ist. Im vorliegenden Fall u¨berschreitet der Umfang der
Lebensdauerstichprobe kL den der Festigkeitsstichprobe kF. Aus diesem Grund
wurde die Zuordnung der Lebensdauerwerte anhand der Weibull-Verteilung der
Festigkeit gema¨ß Gl. (5.8) vorgenommen.
σc,i = b+
1
m
· ln
(
ln
(
1
1− FL,i
))
(5.8)
Die Bimodalita¨t in der Festigkeitsverteilung hat jedoch zur Folge, dass im Bereich
niedrigerer Spannungswerte die Ausfallwahrscheinlichkeit u¨berscha¨tzt wird (Abb.
5.2). Dadurch werden niedrigen Lebensdauern tendenziell zu niedrige Spannungen
σc,i zugewiesen, wodurch
(
∆KI
KI,max
)
i
= ∆σ
σc,i
zu ho¨heren Werten hin verfa¨lscht wird.
5.5.4 Lebensdauerdaten in Wasser
Wie bereits in Kap. 2.3.2 angesprochen wird unterkritischer Rissfortschritt durch
die Anwesenheit von Wasser begu¨nstigt, was gleichzeitig zu einer Erho¨hung der
zyklischen Risswachstumsrate fu¨hrt. Daher wurde der Einfluss von Wasser an-
hand zyklischer 4PB-Versuche im Rahmen des SFB 483 untersucht. Die Versuche
wurden bei einem Spannungsverha¨ltnis von R = 0.5 durchgefu¨hrt. Diese Ergeb-
nisse sind zusammen mit den in Luft gemessenen Daten im Wo¨hlerdiagramm in
Abb. 5.9 (a) dargestellt. Das Lebensdauerniveau ist unter Wassereinfluss um et-
wa zwei Gro¨ßenordnungen verringert. Analog dazu ist die Risswachstumsrate im
Fall von Wasser um mehr als zwei Gro¨ßenordnungen erho¨ht, was sich anhand der
gepoolten Risswachstumskurven in Abb. 5.9 (b) ablesen la¨sst.
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Abbildung 5.9: (a) Wo¨hlerkurve und (b) gepoolte Risswachstumskurven aus Da-
ten an Luft und Wasser bei R = 0.5.
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Abbildung 5.10: Vergleich der gepoolten und ungepoolten Risswachstumskurven
in Wasser bei R = 0.5.
Ein interessanter Aspekt zeigt sich beim Vergleich der ungepoolten bzw. gepool-
ten Kurven in Abb. 5.10. Im ungepoolten Fall scheint die Steigung der Kurve im
Bereich ho¨herer Werte von da
dN
abzunehmen, was auf einen verringerten Wasser-
transport zur Risspitze hindeuten wu¨rde. Dieser Effekt zeichnet sich ebenfalls in
den gepoolten Daten ab, ist dort jedoch weniger stark ausgepra¨gt. Aufgrund der
geringen Stichprobengro¨ße im ungepoolten Fall kann jedoch nicht ausgeschlossen
werden, dass es sich hierbei um ein Artefakt handelt, welches auf den geringen
Stichprobenumfang zuru¨ckzufu¨hren ist. Daher wird der Effekt mit Bezug auf die
gepoolten Ergebnisse als vernachla¨ssigbar betrachtet.
Wird die gepoolte Kurve in Abb. 5.9 im Hinblick auf das einfache Potenzgesetz
(Gl. 2.7) ausgewertet, ergibt sich ein Risswachstumsexponent von n ≈ 30 (siehe
Tab. 5.1). Da fu¨r Wasser nur Ergebnisse bei R = 0.5 vorliegen, ko¨nnen fu¨r das
in STAU verwendete Gesetz (Gl. (2.9)) im Prinzip keine Parameter bestimmt
werden. Um die Ergebnisse in Wasser dennoch in der spa¨teren Zuverla¨ssigkeits-
analyse beru¨cksichtigen zu ko¨nnen, wird angenommen, dass der Wert p, der die
Verschiebung der Risswachstumskurven in Abha¨ngigkeit von R charakterisiert,
unabha¨ngig vom Umgebungsmedium ist. Unter dieser Voraussetzung kann mit
dem in Wasser bestimmten n-Wert der Parameter C∗ bzw. B nach Gl. (2.11)
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aus dem Parameter A∗1 berechnet werden (siehe Tab. 5.1). Da sich bei den Er-
gebnissen in Luft eine Abha¨ngigkeit des n-Werts von R gezeigt hat, ist auch bei
Wasser davon auszugehen, dass bei R-Werten unter 0.5 ein niedrigerer n-Wert zu
erwarten ist. Dies konnte jedoch aufgrund fehlender experimenteller Ergebnisse
bislang nicht u¨berpru¨ft werden.
5.5.5 Zusammenfassende Bemerkungen
An dieser Stelle sollen abschließend die wichtigsten Erkenntnisse zum zyklischen
Rissausbreitungsverhalten von Si3N4-SL200 zusammengefasst werden.
Insgesamt erweist sich die hier vorgestellte Pooling-Strategie als wirksam in Hin-
blick auf die Charakterisierung des zyklischen Risswachstumsverhaltens. Die Re-
duktion der Streuung durch Erho¨hung der Stichprobengro¨ße zeigt einerseits, dass
die n-Werte insgesamt niedriger sind als im ungepoolten Fall und verdeutlicht den
Einfluss des R-Verha¨ltnis auf den Risswachstumsexponent. Aufgrund mo¨glicher
Artefakte, die sich im Fall der vollsta¨ndig gepoolten Stichprobe ergeben, werden
fu¨r die STAU-Analyse die Parameter der paarweise gepoolten Werte verwendet.
Diese sind in der Gesamtu¨bersicht in Tab. 5.1 vollsta¨ndig aufgefu¨hrt.
Der Einfluss des Spannungsverha¨ltnisses auf den Exponenten n kann als nachge-
wiesen angesehen werden. Dieser Effekt ist auf den zunehmenden Einfluss unter-
kritischen Risswachstums bei ho¨heren Spannungsverha¨ltnissen zuru¨ckzufu¨hren.
Grundsa¨tzlich verlangt das in STAU verwendete erweiterte Potenzgesetz, dass n
unabha¨ngig von R ist. Dennoch stellen die so ermittelten Parameter eine gute
Na¨herung beider Kurven dar, was anhand der Diagramme in Abb. 5.7 bzw. 5.8
deutlich wird.
Der starke Einfluss von unterkritischem Risswachstum zeigt sich auch an den
Risswachstumsraten in Wasser, die im Vergleich zu Luft deutlich erho¨ht sind.
Der ha¨ufig in Zusammenhang mit Glas beobachtete Effekt der Abnahme von n
im U¨bergang von Bereich II-III der Risswachstumskurve ist bei Si3N4 schwach
ausgepra¨gt und wird daher in der spa¨teren Zuverla¨ssigkeitsanalyse vernachla¨ssigt.
1A∗ = 1.12 m/Zyklus
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In diesem Kapitel wird ein Wa¨lzversuch betrachtet, um die fu¨r zyklisches Riss-
wachstum erweiterte STAU-Version an einer realistischen Anwendung zu erpro-
ben. Der Wa¨lzversuch ist ein Kontaktermu¨dungsversuch, bei dem eine abgerun-
dete Stahlscheibe auf einer Keramikrolle mit einem definierten Schlupf abrollt.
Dieser Versuch wurde am IWM (Institut fu¨r Werkstoffmechanik, Fraunhofer Ge-
sellschaft, Freiburg) in Hinblick auf die Anwendung von Si3N4 als Material fu¨r
Walzanwendungen konzipiert und im Rahmen des SFB 483 an Rollen aus Si3N4-
SL200 angewendet [65, 66]. Neben den tribologischen Aspekten kann mit dem
Wa¨lzversuch vor allem die Scha¨digung der Walzenoberfla¨che durch Rissbildung
in Abha¨ngigkeit von Walzparametern wie Schmiermittel oder Fla¨chenpressung
untersucht werden.
Der Wa¨lzversuch ist aufgrund seiner komplexen transienten Beanspruchung ein
geeignetes Referenzbeispiel, um die Methoden zur Lebensdauervorhersage in
STAU zu evaluieren. Die im Versuch auftretende Kontaktscha¨digung durch Risse
an der Oberfla¨che fu¨hrt nicht zum kompletten Versagen des Bauteils. Somit kann
eine Bewertung der Lebensdauervorhersage anhand der Rissdichte erfolgen, die
an einer einzelnen Probe zeitabha¨ngig auftritt. Das Hauptziel der STAU-Analyse
ist es, die experimentell beobachtete Scha¨digung durch Rissbildung quantitativ
nachzuvollziehen und eine mo¨gliche Gewichtung der Einflussgro¨ßen im Hinblick
auf Risswachstum und Ausfallwahrscheinlichkeit aufzuzeigen. Die Ausfallwahr-
scheinlichkeit, die dabei berechnet wird, entspricht der Wahrscheinlichkeit der
Rissinitiierung auf der Rollenoberfla¨che.
Im folgenden Kapitel wird zuerst auf die Versuchsfu¨hrung und die experimentellen
Ergebnisse eingegangen. Danach wird das FE-Modell vorgestellt, das als Basis fu¨r
die STAU-Rechnungen dient. Die Ergebnisse von STAU werden schließlich vor
dem Hintergrund der Scha¨digung im Versuch diskutiert und bewertet.
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6.1 Versuchsaufbau und experimentelle Ergebnisse
6.1.1 Versuchsaufbau und Versuchsfu¨hrung
Der Aufbau des Wa¨lzpru¨fstands ist in Bild 6.1 schematisch dargestellt. Der Ver-
such besteht aus einer zylindrischen Si3N4-Rolle und einer Rolle aus geha¨rtetem
Stahl, deren Profil im Kontaktbereich abgerundet ist. Die Randbedingungen des
Versuchs sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst; Details zur Geometrie ko¨nnen den
technischen Zeichnungen im Anhang C entnommen werden. Beide Rollen werden
mit einer Anpresskraft FA in Kontakt gebracht und rotieren mit unterschiedlichen
Geschwindigkeiten ω1 und ω2, die so eingestellt werden, dass sich eine Relativbe-
wegung beider Rollen mit einem definierten Schlupf (ca. 22%) einstellt.
Schmierstoff-
Tauchbad
Stahlscheibe
Keramikrolle 
Si3N4
ω1
ω2
FA
FA
Abbildung 6.1: Schematische Darstellung des Versuchsaufbaus im Wa¨lzversuch.
Werkstoff Durchmesser Drehzahl Anpresskraft Reibwerte
100Cr6 60 mm ω1 = 200 min
−1 FA = 1700 N H2O KSS
SL200 55 mm ω2 = 175 min
−1 µ = 0.21 µ = 0.085
Tabelle 6.1: Versuchsparameter des Wa¨lzversuchs.
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Die Keramikrolle wird in ein Tauchbad mit Schmierstoff eingebracht. Als Schmier-
stoff wurde entweder entionisiertes Wasser oder eine Emulsion1 aus Mineralo¨l und
Wasser, im folgenden als KSS (Ku¨hlschmierstoff) bezeichnet, verwendet. Die Glei-
treibungszahl µ fu¨r die jeweiligen Schmierstoffe wurde wa¨hrend der Versuche aus
der Differenz der Drehmomente an beiden Wellen errechnet. Wie in Tabelle 6.1
gezeigt, ist der Reibwert von reinem Wasser etwa doppelt so hoch wie im Fall von
KSS.
6.1.2 Experimentelle Ergebnisse
Die Versuchsdauer der Wa¨lzversuche wurde systematisch variiert, um die Scha¨-
digungsentwicklung an der Oberfla¨che der Si3N4-Rolle zu untersuchen. Als Scha¨di-
gung wird die Bildung von makroskopischen Rissen bezeichnet, die in lichtmi-
kroskopischen Aufnahmen der Oberfla¨che deutlich sichtbar sind. In Tab. 6.2 ist
angegeben, nach welcher Versuchsdauer die Rollenoberfla¨che untersucht wurde
bzw. wann Rissbildung in Abha¨ngigkeit des Schmierstoffs jeweils eingesetzt hat.
Im Fall von Wasser wird Rissbildung bereits nach zwei Minuten (350 Rotationen
der Si3N4-Rolle) beobachtet. Bei KSS wird eine vergleichbare Scha¨digung erst
nach einer Versuchsdauer von 10 h (105000 Rotationen) festgestellt.
Versuchsdauer 1 min 2 min 10 min 10 h 15 h
H2O E u u u u
KSS E E E u u
Tabelle 6.2: U¨bersicht u¨ber die Versuchsdauern, nach denen Oberfla¨chenscha¨di-
gung festgestellt wurde; (E) - Keine Scha¨digung, (u) - Scha¨digung
setzt ein.
Das Scha¨digungsmuster an der Oberfla¨che ist in Abb. 6.2 fu¨r unterschiedliche
Versuchsdauern in Abha¨ngigkeit des Schmierstoffs dargestellt. Die Risse, die sich
an der Oberfla¨che der Si3N4-Rolle bilden, haben eine teilkonische Geometrie, die
in Abb. 6.3 schematisch dargestellt ist. In der daneben gezeigten REM-Aufnahme
(Querschliff eines Risses) ist zu sehen, dass ein anfa¨nglich normal zur Oberfla¨che
orientierter Riss abknickt und unter einem Winkel θ weiter wa¨chst. Diese teilkoni-
schen Risse sind typisch fu¨r spro¨de Werkstoffe unter gleitender Kontaktbeanspru-
chung bei u¨berlagerter Friktion [67]. Sie entstehen erst durch die U¨berlagerung
von Kontaktbelastung und friktionsbehafteter Gleitbewegung an der Oberfla¨che.
195% H2O, 5% UNOPOLG600
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200µm 200µm
2 min 10 minH2O
200µm 200µm
10 h 15 hKSS
Abbildung 6.2: Scha¨digungsentwicklung an der Oberfla¨che der Keramikrolle in
Abha¨ngigkeit der Versuchsdauer und des Schmierstoffes; Die Pfei-
le geben die Relativbewegung der Stahlrolle (Gleitrichtung) an
(Aufnahmen: Iyas Khader, IWM).
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(a) (b)
x
y
Gleitrichtung
Kontaktbereich
θ
Anfangsriss
z
10 µm
x
y
Gleitrichtung
Abbildung 6.3: (a) Schematische Darstellung der Rissgeometrie im Wa¨lzversuch;
(b) REM-Bild eines Rissverlaufs unter der Oberfla¨che (REM-Bild:
Iyas Khader, IWM).
Durch die Friktionsbelastung entstehen hohe Zugspannungen im Nachlauf des
Kontakts, so dass es dort zur Ausbildung des Teilringes kommt. Die teilkoni-
schen Risse bilden sich dabei durch natu¨rliche Fehler an der Oberfla¨che, was z.B.
im Fall von Si3N4 anhand von Rissausbreitungssimulationen nachgewiesen wurde
[68]. Ein solcher natu¨rlicher Anfangsfehler ist in Abb. 6.3 ebenfalls angedeutet.
Die Scha¨digungsbilder in Abb. 6.2 zeigen, dass die Rissbildung bei beiden Schmier-
stoffvarianten zeitabha¨ngig ist. Im Fall von Wasser bilden sich makroskopische
Risse bereits nach zwei Minuten, eine spontane Rissinitiierung nach wenigen Zy-
klen kann jedoch nicht festgestellt werden. In beiden Fa¨llen erkennt man, dass
sich die Rissdichte bei la¨ngerer Versuchsdauer erho¨ht. Daru¨ber hinaus wachsen die
bereits vorhandenen Risse, was man an der Vergro¨ßerung der an der Oberfla¨che
sichtbaren Risskonturen sehen kann.
6.2 Spannungsanalyse
Wird plastische Verformung der Stahlscheibe vernachla¨ssigt, kann der Wa¨lz-
versuch als linear elastisches Kontaktproblem betrachtet werden. Die Geometrie
des Kontakbereichs ist in Abb. 6.4 dargestellt. Fu¨r die spa¨tere Spannungsanalyse
wird ein karthesisches Referenzkoordinatensystem definiert, das seinen Ursprung
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im Mittelpunkt des elliptischen Kontaktbereichs hat. Die Gro¨ße der Kontaktel-
lipse wird durch die Halbachsen ax und az bestimmt. Die Verteilung der Fla¨-
chenpressung p(x, z) ist in beiden Schnittdarstellungen skizziert. Die durch die
Relativbewegung beider Rollen aufgebrachte Scherspannung τ wirkt in Richtung
der effektiven Gleitrichtung, im vorliegenden Fall also in x-Richtung. Die Ver-
teilung von τ(x, z) ist direkt mit der Verteilung der Fla¨chenpressung durch das
Coulomb’sche Gesetz τ(x, z) = µ·p(x, z) u¨ber die Gleitreibungszahl µ verbunden.
Design-Tool-Ergebnisse
Die analytische Spannungsverteilung kann mit dem schnellen Design-Tool (DT,
siehe Kap. 3.2.2) bestimmt werden. Die wichtigsten Ergebnisse dieser Berechnung
sind in Tab. 6.3 zusammengefasst. Die DT-Analyse liefert eine maximale Fla¨chen-
pressung p0 von 4554 MPa. Daraus ergeben sich mit den Reibzahlen aus Tab. 6.1
maximale Scherspannungen von τ0 = 956 MPa fu¨r Wasser und τ0 = 387 MPa fu¨r
KSS. Die maximalen Zugspannungen σx entstehen aufgrund der Scherbelastung
im Nachlauf des Kontaktbereichs bei z = 0. Der Verlauf von σx entlang der
x-Achse ist in Abb. 6.5 dargestellt. An den unterschiedlichen Maximalwerten
der Zugspannung σx, die bei Wasser anna¨hernd 2 GPa betra¨gt, zeigt sich der
starke Einfluss des Reibwerts µ auf das Beanspruchungsniveau. Die hier gezeigte
Spannungsverteilung dient im Folgenden als Referenz, um die Qualita¨t der FE-
Analyse zu bewerten.
ax az p0 τ0 σx,max
H2O 956 MPa 1930 MPa
KSS
0.6 mm 0.3 mm 4554 MPa
387 MPa 1160 MPa
Tabelle 6.3: Ergebnisse der Spannungsanalyse mit dem schnellen Design-Tool:
Halbachsen der Kontaktellipse ax und az; Fla¨chenpressung p0; max.
Scherspannungen τ0 bzw. max. Zugspannungen σx,max fu¨r Wasser
(µ = 0.21) und KSS (µ = 0.085).
Spannungsanalyse aus FE-Modell
Der im Design-Tool ermittelte Spannungsverlauf deutet bereits an, dass fu¨r die
Auflo¨sung der Zugspannungsspitzen eine sehr feine Vernetzung des FE-Modells
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Abbildung 6.4: (a) 3D-Schnittdarstellung der Kontaktgeometrie mit den Halb-
achsen ax bzw. az der Kontaktellipse; (b),(c) Schnittdarstellungen
mit der Fla¨chenpressung p(x, y) und der daraus resultierenden
Scherbeanspruchung τ(x, z).
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Abbildung 6.5: Verlauf σx(x) an der Rollenoberfla¨che ermittelt mit dem Design-
Tool in Abha¨ngigkeit der Schmierstoffe.
erforderlich ist. Das hat zur Konsequenz, dass die Keramikrolle auf einen Teil-
bereich reduziert werden muss, fu¨r den der zeitabha¨ngige Spannungsverlauf be-
rechnet wird. Im FE-Modell, welches als Grundlage fu¨r die STAU Vorhersagen
dient, wird die Si3N4-Rolle auf einen 45°-Ausschnitt unter Ausnutzung der Sym-
metrie bzgl. der x-y-Ebene reduziert. In diesem Ausschnitt befindet sich ein fein-
vernetzter Bereich, in dem die Spannungen fu¨r STAU ausgeschrieben werden
(STAU-Elementset). Eine Gesamtansicht des FE-Modells ist in Abb. 6.6 darge-
stellt, das Elementset fu¨r die STAU-Rechnung ist zusa¨tzlich hervorgehoben.
Die Reduzierung der FE-Analyse auf einen solchen kleinen Abschnitt ist dadurch
gerechtfertigt, dass hohe Beanspruchungen nur im unmittelbaren Kontakt mit
der Stahlscheibe auftreten. Unter der Voraussetzung eines stationa¨ren Prozesses
sind die fu¨r diesen Teilbereich ermittelten Beanspruchungen repra¨sentativ fu¨r die
gesamte Rolle. Neben der feinen Vernetzung ist es im Hinblick auf die STAU-
Rechnung besonders wichtig, den zeitlichen Verlauf der Spannungen mo¨glichst
gut abzubilden. Zu diesem Zweck wird die FE-Rechnung in drei Schritten durch-
gefu¨hrt:
 Vorlauf: Der Kontakt zwischen Stahl- bzw. Keramikrolle wird außerhalb
der feinvernetzten Bereichs hergestellt.
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Stahlrolle
Si3N4-Rolle
500 µm
STAU
(a)
(b)
Abbildung 6.6: (a) Gesamtansicht des FE-Modells; (b) Detailansicht des feinver-
netzten Bereichs fu¨r die STAU-Analyse.
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(c) Auslauf
(b) Durchlauf
(a) Vorlauf STAU-Elementset
x
z
Abbildung 6.7: Exemplarischer Verlauf der max. Hauptspannung an der Oberfla¨-
che der Si3N4-Rolle in einem mitrotierenden Bezugssystem.
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 Durchlauf: Beide Rollen werden gedreht, das feinvernetzte Elementset la¨uft
in den Kontaktbereich hinein.
 Auslauf: Beide Rollen werden weiter gedreht, so dass der Kontaktbereich
vollsta¨ndig aus dem feinvernetzten Bereich herausla¨uft.
Durch dieses Verfahren ist gewa¨hrleistet, dass die Beanspruchungen innerhalb
des Bereiches des STAU-Elementsets im Bezug auf den zeitlichen Verlauf realis-
tisch sind. In Abb. 6.7 ist der zeitliche Verlauf der Beanspruchung im STAU-Set
anhand der max. Hauptspannung an der Rollenoberfla¨che aufgezeigt. Die Span-
nungen (im STAU-Set) sind im Vorlauf sehr niedrig, erreichen ihr Maximum im
Durchlauf, um im Nachlauf wieder abzuklingen. Der zeitliche Spannungsverlauf
an den einzelnen Elementen bildet die Grundlage fu¨r die Identifikation der (zy-
klischen) Lastgeschichte in STAU.
Der wichtigste Aspekt in Bezug auf das FE-Modell ist die Gestaltung der Ver-
netzung des STAU-Elementsets, die unter zwei Gesichtspunkten erfolgt:
 Die Vernetzung muss fein genug sein, um den Spannungsverlauf im Kon-
taktbereich mo¨glichst genau aufzulo¨sen.
 Die Zeitintervalle der FE-Analyse mu¨ssen so klein gewa¨hlt werden, dass die
maximale Beanspruchung fu¨r jedes Element im zeitlichen Verlauf abgebildet
wird.
Diese zwei Gesichtspunkte mu¨ssen vor dem Hintergrund der beno¨tigten Rechenre-
sourcen abgewogen werden und stehen in enger Wechselwirkung zueinander. Bei
einer groben Vernetzung reduziert sich die Anzahl der beno¨tigten Zeitinkremente
(und somit die Gesamtrechenzeit) auf Kosten der Genauigkeit der Spannungs-
verteilung. Auf der anderen Seite kann die Vernetzung nicht beliebig verfeinert
werden, da dies im Hinblick auf den Zeitverlauf zu einer hohen Anzahl von Inkre-
menten in der FE-Rechnung fu¨hrt. Daru¨ber hinaus sollte das STAU-Elementset
eine Mindestgro¨ße haben, damit sich numerisch bedingte Abweichungen im Mit-
tel weniger stark auf die STAU-Ergebnisse auswirken. Die laterale Abmessung
des STAU-Sets in x-Richtung (Vgl. Abb. 6.6) wird daher auf 500 µm festgelegt.
Um eine geeignete Vernetzung zu finden, wurde die Netzfeinheit systematisch
variiert. In einem ersten Schritt wurden Abaqus-Elemente vom Typ C3D8 (li-
nearer Verschiebungsansatz) mit zwei Kantenla¨ngen le = 10 µm bzw. 50 µm
betrachtet. Diese Varianten werden in Abb. 6.8 anhand des Zugspannungsver-
laufs σx(x, z = 0) mit den Ergebnissen des Design-Tools verglichen. Qualitativ
betrachtet bewirkt diese Reduktion der Elementgro¨ße um den Faktor 5 eine bes-
sere Abbildung des Spannungsverlaufs. Im Hinblick auf die Absolutwerte σx wird
die Spannungsspitze in beiden Fa¨llen jedoch nur unzureichend aufgelo¨st. Vor
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Abbildung 6.8: Vergleich der Zugspannungen am Rand der Kontaktzone, be-
rechnet mit Design-Tool und FE in Abha¨ngigkeit von Element-
gro¨ße (Kantenla¨nge) und Elementtyp (linear C3D8/quadratisch
C3D20); x′ ist auf die Halbaschse ax normiert: x′ = (x − ax)/ax;
FE-Rechnung fu¨r KSS.
-5000
-4000
-3000
-2000
-1000
0
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
x
F l
ä c
h e
n
p r
e s
s u
n
g  
p
Design-Tool
Finite-Elemente
F l
ä c
h e
n
p r
e
s s
u
n
g  
p
[ M
P a
] [mm]
Abbildung 6.9: Vergleich des Verlaufs der Fla¨chenpressung p(x) berechnet mittels
Design-Tool und FE-Modell (C3D8, le = 10 µm).
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diesem Hintergrund wurde statt einer weiteren Netzverfeinerung mit dem C3D8-
Elementtyp auf ein Element mit quadratischem Verschiebungsansatz (C3D20)
u¨bergegangen, das durch Zusatzknoten auf den Kanten bei gleicher Kantenla¨nge
(10 µm) den Spannungsverlauf hinreichend gut abbildet (Abb. 6.8). Von Nachteil
ist hierbei, dass sich bei der Verwendung dieses Elementtyps die Rechenzeit im
Vergleich zu den linearen Elementen erheblich erho¨ht, was allerdings angesichts
der Qualita¨t der Ergebnisse akzeptabel ist.
Bei Kontaktproblemen kann die Qualita¨t der FE-Simulationsergebnisse im Bezug
auf die Fla¨chenpressung von der Vernetzung abha¨ngig sein. Dies ist vor allem mit
Blick auf die unterschiedlich vernetzten Bereiche relevant, die den Kontaktbereich
wa¨hrend der Analyse durchlaufen. In der vorliegenden FE-Rechnung wurde der
Surface-to-Surface Kontaktalgorithmus gewa¨hlt, da dieser weitgehend unabha¨n-
gig von der Vernetzung ist. Ein Vergleich der im FE-Modell ermittelten Fla¨-
chenpressung mit den Ergebnissen des Design-Tools in Abb. 6.9 zeigt eine gute
U¨bereinstimmung beider Verla¨ufe.
Die Spannungsverteilung an der Rollenoberfla¨che ist in Abb. 6.10 dargestellt. Auf-
grund der Symmetrie des Modells ist jeweils nur die Ha¨lfte des Kontaktbereichs
abgebildet. Die Verteilung der maximalen Hauptspannung σ1 deutet bereits den
ringfo¨rmigen Verlauf der teilkonischen Risse an der Oberfla¨che an. Die charakte-
ristische gebogene Kontour der Hauptspannung ergibt sich aus der U¨berlagerung
der Spannungskomponenten σx, σz sowie τxz. In der unmittelbaren Na¨he der Sym-
metrieebene entspricht σ1 = σx, hier befindet sich auch das Maximum von σ1.
Die Biegung der Kontour ergibt sich durch den Einfluss der Schubspannung τxz
bzw. im weiteren Verlauf durch σz. Der Betrag von σ1 nimmt mit zunehmender
Entfernung von der Symmetrieebene ab.
Betrag und Verlauf der maximalen Hauptspannung werden unterhalb der Ober-
fla¨che durch die starken Gradienten in σx sowie durch den Einfluss der Schub-
spannung τxy gepra¨gt. Abb. 6.11 zeigt den Verlauf der Spannung σx entlang eines
Pfades, der in der x-y-Ebene normal zur Oberfla¨che in die Tiefe verla¨uft. Bei
KSS ist der Betrag von σx nach 10 µm bereits um 50% abgesunken. Dies zeigt,
dass Spannungsgradienten in der Gro¨ßenordnung natu¨rlicher Oberfla¨chenfehler
vorliegen, was bei der Interpretation der STAU-Ergebnisse beru¨cksichtigt werden
muss.
Mit zunehmendem Abstand von der Oberfla¨che gewinnen die Schubspannung τxy
an Bedeutung, deren Verteilung in Abb. 6.12 dargestellt ist. Diese Schubspannun-
gen bewirken die A¨nderung des anfangs senkrecht zur Oberfla¨che verlaufenden
Risses hin zu der charakteristischen konischen Gestalt. Das la¨sst sich gut an-
hand der Haupspannungstrajektoren zeigen, die in Abb. 6.13 zusammen mit dem
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Abbildung 6.10: Verlauf der max. Hauptspannung σ1 sowie σx, τxz und σz an der
Oberfla¨che der Rolle; FE-Analyse fu¨r Schmierstoff KSS
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Abbildung 6.11: Tiefenverlauf der Spannung σx entlang eines normal zur Ober-
fla¨che verlaufenden Pfades r fu¨r Wasser und KSS.
Rissprofil aus Abb. 6.3 dargestellt sind. Unter der Voraussetzung, dass der Riss
na¨herungsweise senkrecht zur Richtung der maximalen Hauptspannung verla¨uft
ergibt sich eine gute qualitative U¨bereinstimmung zwischen den Trajektoren und
dem Risspfad aus den Experimenten.
6.3 STAU-Analyse
6.3.1 Extraktion der zyklischen Lastgeschichte
Wird zyklische Ermu¨dung in STAU beru¨cksichtigt, werden Lastkollektive fu¨r alle
Elemente des STAU-Sets aus den Spannungsdaten, die an den Randknoten be-
kannt sind, extrahiert. Die Identifikation der Zyklen orientiert sich dabei an den
Extremwerten der max. Hauptspannung. Abb. 6.14 zeigt einen typischen Ver-
lauf von σ1, wie er fu¨r ein exemplarisch ausgewa¨hltes Element an der Oberfla¨che
der Rolle vorliegt. Die Elementseite, die an der Oberfla¨che liegt, ist durch die
Randknoten 1-4 (siehe Abb. 6.14 (a)) definiert. Die Knoten 1 und 2 liegen in
der x-y-Symmetrieebene. Der zeitliche Verlauf der max. Hauptspannung σ1 an
allen Randknoten ist in Abb. 6.14 (c) gezeigt. Wie zu erwarten ist der zeitliche
Hauptspannungsverlauf in diesem Bereich analog dem Verlauf von σx entlang der
x-Koordinate (Vgl. Abb. 6.5).
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Abbildung 6.12: Verlauf der Schubspannung τxy unter der Rollenoberfla¨che.
Abbildung 6.13: Vergleich des Risspfades mit den Trajektorien der max. Haupt-
spannung aus der FE-Rechnung.
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Abbildung 6.14: (a) Elementfla¨che an der Rollenoberfla¨che; (b),(c) zeitlicher Ver-
lauf der max. Hauptspannung an den Randknoten der Element-
fla¨che
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Das zyklische Lastkollektiv wird durch die in Abb. 6.14 (c) eingetragenen lokalen
Maxima und Minima bestimmt. Das erste Maximum wird im Durchlauf gefun-
den, der durch die kleinen Zeitinkremente gut abgrenzbar ist. Im Nachlauf ergibt
sich ein zweites Maximum, der letzte Zeitpunkt bildet das dazugeho¨rige zwei-
te Minimum. Der Hauptspannungsverlauf an den einzelnen Knoten ist in Abb.
6.14 (b) im Bereich des ersten Maximums gesondert aufgetragen. Die ho¨chsten
Hauptspannungswerte treten an den Knoten 1 und 4 auf, die Knoten 2 und 3
durchlaufen ihren Maximalwert im vorausgehenden Zeitschritt. Der Zeitpunkt,
an dem Knoten 1 und 4 ihr Maximum erreichen wird aufgrund der ho¨heren Wer-
te als maßgeblich angesehen und in der spa¨teren STAU-Analyse fu¨r das gesamte
Element verwendet. Als Konsequenz dieser Vorgehensweise gehen die Knoten 2
und 3 mit geringfu¨gig niedrigeren Spannungen ein. Dies kann jedoch aufgrund
der geringen Unterschiede zu den jeweiligen Maximalwerten an diesen Knoten als
gute Approximation der Lastgeschichte betrachtet werden.
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Abbildung 6.15: Vergleich des Verlaufs der max. Hauptspannung (Randknoten
1) mit der maximalen A¨quivalentspannung im Bezug auf das
gesamte Elementoberfla¨che
Ein Vergleich des zeitlichen Verlaufs der maximalen Hauptspannung und der
A¨quivalentspannung σeq ist in Abb. 6.15 gegeben. Der A¨quivalentspannung liegt
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das Normalspannungskriterium zugrunde. Der zeitliche Verlauf bezieht sich dabei
auf die Stu¨tzstelle (x,z,ϕ), an der die ho¨chsten σeq -Werte im Element auftreten,
wobei es sich nicht um einen der Randknoten handelt. Die U¨bereinstimmung der
Zeitpunkte, an denen die Maxima in beiden Verla¨ufen auftreten zeigt, dass es sich
bei der Hauptspannung um ein geeignetes Kriterium zur Bestimmung des Lastkol-
lektivs handelt. Im Fall des Normalspannungskriteriums wird die A¨quivalentspan-
nung im Bereich negativer Hauptspannung σeq = 0, so dass das R-Verha¨ltnis des
1. Zyklus ebenfalls R = 0 ist. Der R-Wert des zweiten Zyklus ist gro¨ßer 0, da
σeq im Nachlauf nicht vollsta¨ndig abklingt. Diese Ungenauigkeit in der Abbildung
des Lastkollektivs ist angesichts des geringen Werts ∆σ2 im zweiten Zyklus hin-
nehmbar. Da der A¨quivalentspannungsverlauf in Abb. 6.15 charakteristisch fu¨r
die Elemente an der Rollenoberfla¨che ist bleibt festzuhalten, dass fu¨r die versa-
gensrelevanten Zyklen innerhalb der STAU-Analyse weitgehend ein R-Verha¨ltnis
von R = 0 ermittelt wird.
6.3.2 STAU-Vorhersagen
Im Folgenden werden die Ergebnisse der STAU-Analyse fu¨r spontanes Versagen,
unterkritisches Risswachstum und zyklisches Risswachstum (Ermu¨dung) vorge-
stellt. Im Fall von zyklischer Ermu¨dung wird zusa¨tzlich noch zwischen den Umge-
bungsmedien der Lebensdauermessungen unterschieden, die zu unterschiedlichen
Risswachstumsparametern fu¨hren (siehe Kap. 4). Die verwendeten Risswachs-
tumsparameter sind in Tab. 5.1 angegeben.
Vorgehensweise
Als Mixed-Mode-Kriterium zur Berechnung der A¨quivalentspannung wird das
Normalspannungskriterium verwendet. Dies geht auf eine Arbeit von Bru¨ckner-
Foit et al. [44] zum Mixed-Mode Einfluss bei Si3N4 zuru¨ck. Hier wurde gezeigt,
dass Mixed-Mode-Kriterien, die Schubspannungsanteile an Rissen beru¨cksichti-
gen, die Festigkeit des Materials stark unterscha¨tzen. Schubspannungssensitive
Mixed-Mode-Kriterien sind daher ungeeignet fu¨r die Beschreibung des Versa-
gensverhaltens von Si3N4 und werden in dieser Arbeit nicht betrachtet.
Die mit STAU berechnete Ausfallwahrscheinlichkeit bezieht sich im Fall des Wa¨lz-
versuchs auf die Wahrscheinlichkeit, dass es in einem bestimmten Teilvolumen
bzw. Oberfla¨chenabschnitt zur Rissinitiierung kommt. Rissinitiierung bedeutet
in diesem Zusammenhang, dass ein natu¨rlicher Fehler eine kritische Gro¨ße er-
reicht. Der weitere Rissverlauf und die A¨nderung der Rissgeometrie hin zu der
charakteristischen teilkonischen Form wird dabei als direkte Konsequenz des Er-
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eignisses angesehen, dass ein natu¨rlicher Fehler kritisch wird. Damit wird das
lokale Versagenskriterium in STAU mit der Bildung makroskopischer Risse im
Wa¨lzversuch verbunden.
Eine Beziehung zwischen der Rissdichte und der Ausfallwahrscheinlichkeit kann
anhand der Gro¨ße des betrachteten Teilbereichs der Rolle hergestellt werden.
Die Rissdichte φ ist die Anzahl von Rissen im Bezug auf einen Abschnitt des
Rollenumfangs mit der Einheit [1/La¨nge]. Das STAU-Elementset stellt beispiels-
weise einen 500 µm-Ausschnitt der Rollenoberfla¨che dar. Wird die Ausfallwahr-
scheinlichkeit fu¨r das STAU-Set berechnet, entspricht dies unter Beru¨cksichtigung
der Symmetrieebene der Wahrscheinlichkeit, dass in einem 250 µm-Ausschnitt
ein Riss initiiert wird. Somit bezeichnet die Ausfallwahrscheinlichkeit in diesem
Kontext die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer Rissdichte von φ = 1/0.25
mm−1 = 4 mm−1.
Vorhersage der Lebensdauerverteilung
Im Folgenden werden Lebensdauervorhersagen fu¨r den Wa¨lzversuch mit den je-
weiligen Schmiermittel Wasser und KSS vorgestellt. Die Ausfallwahrscheinlich-
keit bezieht sich dabei auf eine Rissdichte von 4 mm−1, die in Hinblick auf den
spa¨teren Vergleich mit den Experimenten gewa¨hlt wurde. Die Ausfallwahrschein-
lichkeit Pf(Z) ist in Abb. 6.16 (a) fu¨r Wasser bzw. (b) fu¨r KSS in Abha¨ngigkeit
der Anzahl der Rotationen Z der Rolle dargestellt. Die Zahl der Rotationen ent-
spricht jeweils der Anzahl periodischer Wiederholungen des Lastkollektives, das
aus dem zeitlichen Spannungsverlauf des STAU-Elementsets ermittelt wird. Die
hier gezeigten Werte wurden fu¨r Oberfla¨chenfehler berechnet.
Fu¨r die Diagramme in den Abbildungen 6.16 (a) und (b) wurde eine Weibull-
Auftragung gewa¨hlt, in der die Kurven mit zunehmender Rotationszahl mit den
jeweiligen Werten m∗ linear wachsen. Die dazugeho¨rigen Weibull-Parameter N0
sind zusa¨tzlich in den Diagrammen eingetragen. Bei unterkritischem bzw. zykli-
schem Risswachstum (fu¨r die in Luft gemessenen Risswachstumsparameter) ent-
spricht die Ausfallwahrscheinlichkeit im Bereich weniger Rotationen dem Wert
fu¨r spontanes Versagen. Bei zyklischem Risswachstum mit in Wasser gemessenen
Parametern ist die Risswachstumsrate bereits so hoch, dass schon nach der ersten
Rotation deutlich ho¨here Werte Pf ermittelt werden.
Das Niveau der Ausfallwahrscheinlichkeit ist im Fall der Wasserschmierung ho¨her
als bei KSS. Dies ist eine direkte Konsequenz des ho¨heren Beanspruchungsniveaus
aufgrund des ho¨heren Reibwerts bei Wasser. Bei Wasser liegt bereits die spontane
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Ausfallwahrscheinlichkeit bei > 10%. Vergleichbare Werte werden im Fall von
KSS erst nach ca. 105-Rotationen fu¨r zyklisches Risswachstum vorhergesagt.
Bei den Vorhersagen fu¨r zyklisches Risswachstum kann die Auswirkung der unter-
schiedlichen zyklischen Risswachstumsparameter, die in den Medien Wasser und
Luft ermittelt wurden, quantitativ anhand von Abb. 6.16 (b) aufgezeigt werden.
Das Ausfallwahrscheinlichkeitsniveau liegt bei den Parametern aus Luft deutlich
unter denen fu¨r Wasser. Dies zeigt sich auch anhand der Weibull-Parameter N0,
die sich um ca. zwei Gro¨ßenordnungen unterscheiden.
Vorhersage der Rissdichte
Die im vorherigen Abschnitt berechneten Ausfallwahrscheinlichkeitsverteilungen
beruhen auf einer vorgegebenen Rissdichte. In diesem Abschnitt wird die Ent-
wicklung der Rissdichte auf der Rollenoberfla¨che mit der Anzahl der Rotationen
betrachtet. Dies geschieht durch die Vorgabe eines Ausfallwahrscheinlichkeits-
wertes, zu dem die dazugeho¨rige Rotationszahl ermittelt wird. Hierfu¨r eignet sich
der N0-Wert, der der Anzahl an Rotationen bei einer Ausfallwahrscheinlichkeit
von 63% entspricht. Die Gro¨ße des betrachteten Rollenabschnitts wird in STAU
durch einen Symmetriefaktor vorgeben, der entsprechend der Gro¨ße des STAU-
Elementsets und des gewu¨nschten Rollenabschnitts angepasst wird. U¨ber diesen
Symmetriefaktor wird die Rissdichte vorgegeben, zu der der entsprechende N0-
Wert mit STAU berechnet wird.
Die Entwicklung der Rissdichte ist in Abb. 6.17 fu¨r den Wa¨lzversuch mit KSS dar-
gestellt. Die jeweiligen STAU-Analysen wurden fu¨r zyklisches Risswachstum mit
den in Wasser gemessenen Risswachstumsparametern berechnet. In der logarith-
mischen Auftragung ha¨ngt die Rissdichte linear von der Anzahl der Rotationen
(N0) mit der Steigung m
∗ ab. Diese Beziehung kann auch anhand der Definition
von N0 (siehe Gl. (4.12))
N0 = D
− 1
m∗ (6.1)
abgeleitet werden. Ist D der Integralwert im Bezug auf eine bestimmte Teilfla¨che
ASTAU (im vorliegenden Fall das STAU-Elementset), berechnet sich N0 fu¨r eine
vorgegebene Rissdichte φ mit dem Symmetriefaktor Sy gema¨ß
N0 = (Sy ·D)−
1
m∗ (6.2)
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Abbildung 6.16: Ausfallwahrscheinlichkeitsverteilung fu¨r den Wa¨lzversuch mit
(a) Wasser und (b) KSS als Schmierstoff; Vorhersagen fu¨r
spontanes Versagen, unterkritisches Risswachstum und zykli-
sches Risswachstum (mit Parametern fu¨r Wasser und Luft).
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Abbildung 6.17: Entwicklung der Rissdichte in Abha¨ngigkeit der Rotationen der
Rolle Z bzw. N0 fu¨r KSS; Vorhersage fu¨r zyklisches Risswachs-
tum (mit Parametern fu¨r Wasser).
wobei die Rissdichte u¨ber einen konstanten Faktor k mit dem Symmetriefaktor
zusammenha¨ngt2:
Sy = k · 1
φ
. (6.3)
Somit ergibt sich die Beziehung zwischen Rissdichte φ und N0 u¨ber die Potenz
m∗:
φ = (kD ·N0)m
∗
. (6.4)
6.3.3 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen
Um die STAU-Vorhersagen anhand der experimentellen Ergebnisse zu bewerten,
wurde die Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r eine bestimmte Versuchsdauer und Riss-
dichte bestimmt. Die in der STAU-Analyse betrachtete Anzahl von Rotationen
entspricht der Versuchsdauer, bei der Rissbildung mit der in Abb. 6.2 gezeigten
Rissdichte auftritt. Im Fall von Wasser sind dies 2 min (350 Rotationen), im
Fall von KSS werden 10 h (105000 Rotationen) betrachtet (Vgl. Tab. 6.2). Die
2Die Herleitung befindet sich in Anhang D
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Rissdichte fu¨r die STAU-Analyse ist auf 4 mm−1 vorgegeben, so dass die Wahr-
scheinlichkeit vorhergesagt wird, dass sich entlang der Umfangsrichtung der Rolle
4 Risse pro mm bilden.
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Abbildung 6.18: Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r Oberfla¨chenfehler in Abha¨ngigkeit
der Schmierstoffe Wasser und KSS und der Versagensmoden
spontanes, unterkritisches und zyklisches (mit den Parametern
in Luft und Wasser) Risswachstum.
Die Ergebnisse der Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r Oberfla¨chenfehler sind in Abb.
6.18 graphisch dargestellt und in Tab. 6.4 zusammengefasst. Im Fall von zy-
klischem Risswachstum wird zusa¨tzlich die charakteristische Lebensdauer (63%-
Quantil der Weibull-Verteilung) berechnet, die eine anschauliche Gro¨ße dar-
stellt, nach welcher Versuchsdauer mit Scha¨digung zu rechnen ist. Die STAU-
Rechnungen wurden jeweils fu¨r Volumen- und Oberfla¨chenfehler durchgefu¨hrt.
Die Ausfallwahrscheinlichkeit im Bezug auf Volumenfehler liegt stets ca. eine
Gro¨ßenordnung unter der von Oberfla¨chenfehlern. Somit sind Oberfla¨chenfehler
fu¨r das Versagensverhalten im Wa¨lzversuch relevant.
Die fu¨r Oberfla¨chenfehler berechnete Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r spontanes Ver-
sagen liegt bei Wasser bereits bei einem relativ hohen Wert von 14%. Bei der Vor-
hersage auf Basis von zyklischem Risswachstum (mit Wasser-Parametern) wird
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Schmierstoff Wasser µ = 0.21 KSS µ = 0.085
Fehlerart Volumen Oberfla¨che Volumen Oberfla¨che
spontanes Versagen Pf 2.2 · 10−3 0.14 5.4 · 10−6 5.6 · 10−4
unterkritisch Pf 2.2 · 10−3 0.15 8.2 · 10−6 8.6 · 10−4
zyklisch (Luft) Pf 5.2 · 10−3 0.35 1.1 · 10−4 1.6 · 10−2
N0 (in Rotationen) 1.1 · 10+7 2.3 · 10+3 2.7 · 10+12 2.7 · 10+8
zyklisch (Wasser) Pf 9.9 · 10−2 0.99 1.9 · 10−3 0.20
N0 (in Rotationen) 8.1 · 10+4 1.9 4.1 · 10+11 3.8 · 10+6
Tabelle 6.4: STAU-Ergebnisse: Pf-Ausfallwahrscheinlichkeit und N0-
charakteristische Lebensdauer; Die Pf-Werte bei unterkritischem
und zyklischen Versagen beziehen sich auf eine Versuchsdauer von 2
min (Wasser) bzw. 10 h (KSS).
nach 2 min eine Ausfallwahrscheinlichkeit von nahezu 100% erreicht. Unterkri-
tisches Risswachstum und zyklisches Risswachstum mit den in Luft gemessenen
Parametern haben nur einen geringen Effekt auf die Ausfallwahrscheinlichkeit.
Die STAU-Vorhersagen fu¨r Wasser zeigen, dass sich Ermu¨dung trotz der relativ
kurzen Versuchsdauer auf die Wahrscheinlichkeit der Rissinitiierung auswirkt.
Darin zeigt sich eine U¨bereinstimmung mit den Experimenten, bei denen erst
nach 2 min ein Rissnetzwerk entsteht.
Der Einfluss zyklischer Ermu¨dung, der sich bei Wasser bereits andeutet, ist im
Fall von KSS wesentlich deutlicher ausgepra¨gt. Die Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r
spontanes und unterkritisches Versagen liegt in diesem Fall auf einem sehr niedri-
gen Niveau < 0.1% (siehe Abb. 6.18). Ho¨here Pf-Werte werden in der zyklischen
Analyse mit den in Luft gemessenen Parametern erhalten, wobei diese Ergeb-
nisse, die im Bereich weniger Prozent liegen, keine Rissinitiierung vorhersagen.
Der ho¨chste Wert Pf wird fu¨r die Risswachstumsparameter in Wasser erhalten.
Mit ca. 20% liegt dieser Wert in einer Gro¨ßenordnung, bei der mit Rissinitiie-
rung gerechnet werden kann. Die Analyse fu¨r KSS verdeutlicht, dass nur durch
die Beru¨cksichtigung von zyklischer Ermu¨dung eine U¨bereinstimmung zwischen
Experimenten und Vorhersagen erreicht werden kann. Zudem zeigt sich, dass das
Umgebungsmedium Wasser, das zu einem großen Teil in KSS (95% H2O) enthal-
ten ist, bereits in den Risswachstumsparametern beru¨cksichtigt werden muss, um
stark nicht-konservative Vorhersagen zu vermeiden.
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6.3.4 Wichtige Einflussgro¨ßen auf die Lebensdauervorhersage
Die charakteristische Lebensdauer, die unter zyklischer Ermu¨dung fu¨r KSS vor-
hergesagt wird (Tab. 6.4), liegt mit 3.8 · 106 Rotationen (ca. 360 h) deut-
lich u¨ber der tatsa¨chlichen Versuchsdauer (10 h), bei der Rissbildung im Ex-
periment eintritt. Im Folgenden werden daher ausgewa¨hlte Einflussgro¨ßen der
Zuverla¨ssigkeitsanalyse anhand der STAU-Analyse fu¨r KSS untersucht. Im De-
tail zielt diese Studie auf die Sensitivita¨t der Ausfallwahrscheinlichkeit bezu¨glich
der zyklischen Risswachstumsexponenten einerseits und zeitlich bedingten Varia-
tionen des zugrunde liegenden Spannungsfeldes andererseits ab.
Einfluss der Risswachstumsexponenten
Der Risswachstumsexponent n beinflusst neben dem Weibull-Modul maßgeblich
die Berechnung der Integrale u¨ber Volumen bzw. Oberfla¨che, so dass Variationen
in n als eine wesentliche Quelle von Unsicherheit in der Zuverla¨ssigkeitsanalyse
anzusehen sind. Der Parameter wurde daher in der folgenden Analyse systema-
tisch variiert, wobei ein Wertebereich von n = 20 − 30 abgedeckt wird. Dieser
Wertebereich wurde vor dem Hintergrund der Risswachstumsdaten in Kap. 5 ge-
wa¨hlt, wo eine signifikante Abha¨ngigkeit von n bzgl. des R-Verha¨ltnisses fu¨r die
Daten an Luft nachgewiesen wird. Bei der Parameterstudie muss beachtet wer-
den, dass eine Variation von n zu vera¨nderten Werten B gema¨ß Gl. (4.9) bzw.
(2.11) fu¨hrt, welche in Tab. 6.5 aufgefu¨hrt sind.
n 20 22 24 26 28 30
B [MPa2 · Zyklus] 1.71·104 1.54·104 1.40·104 1.28·104 1.18·104 1.10·104
Tabelle 6.5: Abha¨ngigkeit des zyklischen Risswachstumparameter B vom Ex-
ponenten n; Werte basieren auf dem in Wasser gemessenen Wert
A∗ = 1.12 · 104 mit p = 3.5.
Die Ausfallwahrscheinlichkeit nach 10 h sowie die charakteristische Lebensdauer
N0 sind in Abb. 6.19 (a) in Abha¨ngigkeit von n aufgetragen. Die Verringerung
des Exponenten bewirkt eine Erho¨hung der Ausfallwahrscheinlichkeit bzw. eine
Verringerung von N0. Der Wert n = 24 fu¨hrt zu einer charakteristischen Lebens-
dauer von ca. 7.5 h, was sehr gut mit der experimentellen Versuchszeit von 10 h
u¨bereinstimmt. Eine weitere Verringerung auf n = 20 fu¨hrt zu Lebensdauern von
unter einer Stunde.
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Abbildung 6.19: Ausfallwahrscheinlichkeit Pf nach 10 h bzw. N0 in Abha¨ngig-
keit der Risswachstumsexponenten n (a) und p (b); gestrichelte
Linien kennzeichnen die Ergebnisse in Tab. 6.4.
92
6 Zuverla¨ssigkeitsanalyse am Beispiel eines Wa¨lzversuchs
p 0 2 4 6
B [MPa2 · Zyklus] 1.21·105 3.03·104 7.57·103 1.89·103
Tabelle 6.6: Abha¨ngigkeit des zyklischen Risswachstumparameters B vom Expo-
nenten p im Medium Wasser; Werte basieren auf A∗ = 1.12 · 104 mit
n = 29.9
Angesichts der guten Ergebnisse bei niedrigen Werten n muss vor dem Hinter-
grund der zyklischen 4PB-Versuche diskutiert werden, in welchem Maße eine Re-
duktion von n gerechtfertigt ist. Die Versuche inWasser, die bei R = 0.5 durch-
gefu¨hrt wurden, haben einen Wert von n ≈ 30 zum Ergebnis. A¨hnliche Werte
n werden in Luft ermittelt, was darauf hindeutet, dass n unabha¨ngig vom Um-
gebungsmedium ist. Dies wu¨rde bedeuten, dass sich wie bei Luft fu¨r niedrigere
R-Werte auch im Fall von Wasser Exponenten im Bereich von n ≈20 einstel-
len. Damit wa¨re der im vorigen Abschnitt erwa¨hnte Wert n = 24, der im Fall
von Luft beide Risswachstumskurven repra¨sentiert, eine gute Abscha¨tzung des
tatsa¨chlichen Risswachstumsexponenten.
Ein weiteres Argument fu¨r die Verwendung niedrigerer Risswachstumsexponen-
ten ergibt sich aus dem Verlauf der A¨quivalentspannung in Abb. 6.15. Der U¨ber-
gang in den Druckbereich nach dem Durchlauf hoher Zugspannungen bewirkt ein
R-Verha¨ltnis von R = 0. Geht man davon aus, dass es sich hierbei um einen
typischen Spannungsverlauf im Kontaktbereich handelt, kann man ableiten, dass
im Bereich hoher Beanspruchungen Werte von R = 0 vorherrschen. Somit wa¨ren
mit Blick auf die Anwendung n-Werte im Bereich von 20 eher realistisch.
Der Risswachstumsparameter p wurde in einer zweiten Sensitivita¨tsanalyse va-
riiert. Der Hintergrund ist, dass im Fall von Wasser bei der Bestimmung des
Parameters C∗ ein fester Wert p = 3.5 angenommen wurde. Der Einfluss von
p auf den Parameter B (der sich aus C∗ bzw. A∗ berechnet) ist in Tab. 6.6
dargestellt. Abb. 6.19 (b) zeigt die Ergebnisse von Pf bzw. N0, die sich in Ab-
ha¨ngigkeit von p ergeben. Der Einfluss von p auf die Ausfallwahrscheinlichkeit ist
im wesentlichen auf die A¨nderung der Parameters B zuru¨ckzufu¨hren (Tab. 6.6),
was auf die Berechnung von C∗ zuru¨ckgeht. Daru¨ber hinaus wirken sich kleine
Variationen im Bereich des Originalwerts p = 3.5 nicht signifikant auf die STAU-
Ergebnisse aus. Daraus kann geschlossen werden, dass die STAU-Vorhersagen nur
wenig empfindlich bezu¨glich Unsicherheiten in p sind.
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Einfluss von Reibwert und Verschleiß
Die Unterschiede im Ausfallwahrscheinlichkeitsniveau, die sich je nach betrachte-
tem Schmierstoff ergeben, deuten darauf hin, dass die STAU-Ergebnisse empfind-
lich im Bezug auf Variationen des Spannungszustandes sind. Daher werden im
Folgenden zwei Einflussgro¨ßen betrachtet, die den Spannungszustand wesentlich
beeinflussen: Reibwert des Schmiermediums und Verschleiß.
Um den Einfluss von Variationen des Reibwerts zu untersuchen, wurde eine Pa-
rameterstudie mit dem FE-Modell durchgefu¨hrt. Hierbei wurde µ im Bereich der
experimentellen Reibwerte systematisch variiert. Statt eines vollsta¨ndigen Durch-
laufs des STAU-Elementsets wurden bei diesen FE-Modellen nur wenige Zeit-
schritte simuliert. Diese Ergebnisse geben jedoch hinreichend Aufschluss u¨ber die
Variation des Spannungsfeldes im Bereich der interessierenden Reibwerte.
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Abbildung 6.20: Max. Hauptspannung in Abha¨ngigkeit des Reibwerts µ, die
Scherspannung τ0 bezeichnet die max. Friktionsbelastung im
Kontakt
Die Abha¨ngigkeit der max. Hauptspannungen σ1 vom Reibwert µ ist in Abb.
6.20 dargestellt und kann sehr gut durch eine lineare Beziehung beschrieben wer-
den. Zusa¨tzlich sind die jeweiligen max. Scherspannungen angegeben, die u¨ber
die max. Fla¨chenpressung, die konstant ist, unmittelbar von µ abha¨ngen. Mit
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dem Hauptspannungsverlauf kann die Variation des Spannungsfeldes mittels ei-
nes Amplitudenfaktors beschrieben werden, mit dem die A¨quivalentspannung in
STAU gewichtet wird. Auf diese Weise ko¨nnen ausgehend der vorhandenen STAU-
Analyse fu¨r einen festen Wert µ Variationen des Reibwerts im Hinblick auf die
Ausfallwahrscheinlichkeit betrachtet werden.
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Abbildung 6.21: Einfluss der Variation des Reibwerts µ = 0.085 auf Pf . Zyklische
Analyse fu¨r 105000 Rotationen (10 h) mit unterschiedlichen An-
teilen erho¨hter Reibwerte.
Die Auswirkung einer Variation des Reibwerts µ = 0.085 auf die Ausfallwahr-
scheinlichkeit ist in Abb. 6.20 dargestellt. Der Reibwert µ wurde jeweils um 10%,
25% bzw. 50% erho¨ht. Zusa¨tzlich wurde die Anzahl der Rotationen mit u¨berho¨h-
tem Reibwert variiert, wobei die Gesamtversuchsdauer von 105000 Rotationen (10
h) konstant ist. Dies bedeutet, dass bei 1000 Rotationen mit erho¨htem µ 104000
Rotationen mit dem Originalwert in die Berechnung von Pf eingehen. Dies wird
mittels der Versagensbeschreibung fu¨r serielle zyklische Lastkollektive erfasst.
Die Ergebnisse zeigen, dass sich eine Erho¨hung des Reibwerts bis zu einem Wert
ca. 25% nur gering auswirkt. In diesem Fall zeigen sich signifikante Abweichungen
von den Originalergebnissen erst, wenn die Anzahl der Rotationen mit erho¨htem
Reibwert die Ha¨lfte der Gesamtversuchsdauer (> 52500) u¨bersteigt. Wird der
Reibwert weiter auf 50% erho¨ht, wirkt sich dies bereits bei wenigen Zyklen (im
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Minutenbereich) aus. Insgesamt zeigen diese Ergebnisse, dass die Sensitivita¨t von
Pf bezu¨glich kleinen Reibwertschwankungen gering ist.
Der Einfluss von Verschleiß kann analog dem Vorgehen beim Reibwert anhand
der Variation des Spannungsfeldes abgescha¨tzt werden. Verschleiß bewirkt eine
Geometriea¨nderung der beru¨hrenden Ko¨rper im Bereich hoher Kontaktbeanspru-
chungen, was zu einer A¨nderung der Fla¨chenpressungsverteilung fu¨hrt. Im Wa¨lz-
versuch ist z.B. die Abflachung der Rundung (r = 5 mm) an der Stirnseite der
Stahlrolle denkbar, was zur Abnahme der max. Fla¨chenpressung p0 mit zuneh-
mender Versuchsdauer fu¨hren wu¨rde. Eine Beziehung zwischen p0 und der Haupt-
spannung besteht u¨ber die Scherspannung τ0 bei konstantem Reibwert µ. Somit
kann fu¨r eine gegebene Reduktion p0 bzw. τ0 die dazugeho¨rige Hauptspannung
ermittelt werden, woraus sich ein Faktor zur Gewichtung der A¨quivalentspannung
σeq ergibt. Die A¨nderung der Kontaktgeometrie wird bei dieser Vorgehensweise
vernachla¨ssigt. Somit handelt es sich bei dieser Methode um eine grobe Abscha¨t-
zung des Verschleißeinflusses anhand einer Variation des Spannungsfeldes.
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Abbildung 6.22: Einfluss von Verschleiß auf Pf anhand der Reduktion der max.
Fla¨chenpressung p0 (5%, 10% bzw. 25%) bei einer Versuchsdauer
von 10 h (105000 Rotationen) bei gleichzeitger Variation der
Anzahl von Rotationen bei denen Verschleiß einsetzt.
Am Beispiel der STAU-Analyse fu¨r KSS wird exemplarisch untersucht, wie sich
eine Reduktion der max. Fla¨chenpressung p0 um 5%, 10% bzw. 25% auf Pf aus-
wirkt. Daneben wird die Anzahl von Rotationen variiert, nach denen die Redukti-
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on der Fla¨chenpressung einsetzt. Betra¨gt die Anzahl z.B. 1000 bedeutet dies, dass
1000 Rotationen mit den Originalwerten und 104000 Rotationen mit verringer-
ten σeq-Werten gerechnet wird. Die Ergebnisse sind in Abb. 6.22 dargestellt. Eine
Reduktion der Fla¨chenpressung wirkt sich bis zu einem Wert von 10% nur ge-
ringfu¨gig auf die Ausfallwahrscheinlichkeit aus. Wird p0 um 25% reduziert, kann
ein deutliches Absinken von Pf nur festgestellt werden, falls der Verschleiß nach
einer kurzen Versuchsdauer auftritt.
6.3.5 Spannungsgradienten
Die Kontaktbeanspruchung im Wa¨lzversuch ist gekennzeichnet durch starke
Spannungsgradienten in die Tiefe des Bauteils (Abb. 6.11), die sich auf das Ver-
sagensverhalten natu¨rlicher Oberfla¨chenfehler auswirken. Die STAU-Vorhersagen
beruhen jedoch auf der Annahme eines konstanten Spannungsverlaufs u¨ber den
natu¨rlichen Fehlern. Aus diesem Grund ist zu erwarten, dass diese Vorhersagen
sehr konservativ sind und die Festigkeit bzw. die Lebensdauer stark unterscha¨t-
zen. Daher wird in diesem Abschnitt eine bruchmechanische Analyse anhand der
FE-Spannungsanalyse durchgefu¨hrt, um die Auswirkung der Spannungsgradien-
ten auf die STAU-Vorhersagen abzuscha¨tzen.
Schmiermedium Wasser KSS
STAU-Standard 1.439086 · 10−1 5.543559 · 10−4
STAU-Gradienten 1.439037 · 10−1 5.4603041˙0−4
Tabelle 6.7: Vergleich der Ausfallwahrscheinlichkeit fu¨r spontanes Versagen be-
rechnet mit Standard-STAU und Gradienten-STAU.
Eine erste Mo¨glichkeit zur Abscha¨tzung des Einflusses von Spannungsgradien-
ten ist eine Vergleichsrechnung mit dem Gradienten-STAU-Modul, welches die
Variationen des Spannungsverlaufs u¨ber natu¨rlichen Fehlern in der Versagensbe-
schreibung beru¨cksichtigt (siehe Kap. 3.1). Da Ermu¨dung mit Gradienten-STAU
nicht betrachtet wird, ko¨nnen lediglich die Ergebnisse fu¨r spontane Rissausbrei-
tung miteinander verglichen werden.
Trotz der starken Spannungsgradienten sind die Unterschiede beider STAU-Rech-
nungen in Tab. 6.7 gering. Eine mo¨gliche Erkla¨rung dieses unerwarteten Verhal-
tens wa¨re, dass die Vernetzung des FE-Modells in die Bauteiltiefe nicht fein genug
ist, um den tatsa¨chlichen KI-Verlauf ausreichend genau aufzulo¨sen. Die numeri-
sche Berechnung von KI beruht auf den Schnittpunkten des Risspfades mit den
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Elementfla¨chen, und ha¨ngt somit indirekt von der Netzfeinheit ab. Der Anfangs-
wert vonKI wird im ersten Abschnitt anhand der Spannung an der Oberfla¨che mit
dem konventionellen Ansatz (konstante Spannung) ermittelt, wobei die Distanz
von der Oberfla¨che zum ersten Schnittpunkt als Rissla¨nge eingeht. Im vorliegen-
den FE-Modell liegt der erste Schnittpunkt des Pfades bei ca. 16 µm, so dass der
erste Wert KI ≈ 8.3 MPa
√
m die Rissza¨higkeit u¨berschreitet3. Daher eignet sich
die Vergleichsrechnung nur bedingt, um den Einfluss von Spannungsgradienten
zu bewerten.
Eine weitere Mo¨glichkeit der bruchmechanischen Analyse ist die analytische Be-
rechnung lokaler K-Faktoren auf Basis der Spannungsverteilung im FE-Modell.
Hierfu¨r wird von einem halb-elliptischen Oberfla¨chenriss ausgegangen, der in Abb.
6.23 abgebildet ist. Die K-Faktoren werden an den Punkten A und B anhand des
FE-Spannungsverlaufs σx(r) entlang eines Pfades r senkrecht zur Oberfla¨che (sie-
he Abb. 6.11) ermittelt. Der Spannungsverlauf wird durch ein Polynom (Gl. (6.5))
mit den Koeffizienten Cn approximiert.
σx(r) =
N∑
n=0
Cnr
n n = 0..4 (6.5)
KA,B =
√
a
N∑
n=0
CnY(A,B),na
n (6.6)
Die K-Faktoren KA und KB berechnen sich nach Gl. (6.6) anhand der Geometrie-
funktionen Y(A,B),n, die in [41] (S. 285) bzw. [69] angegeben sind. Der K-Verlauf
ist abha¨ngig vom Verha¨ltnis a
c
, wobei a
c
= 0 dem Kantenriss entspricht, fu¨r den
KB verschwindet.
a
2c B
A r
a
σx(r)
A
Abbildung 6.23: Halb-elliptischer Oberfla¨chenriss; Seitenansicht mit Spannungs-
verlauf σx(r).
3KI = 1.98 · 1050 MPa ·
√
1.6 · 10−5m > 5.65 MPa√m
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Mit den in Abb. 6.24 dargestellten Spannungsintensita¨tsfaktoren KA und KB
kann das Risswachstumsverhalten natu¨rlicher Fehler im Wa¨lzversuch fu¨r Was-
ser bzw. KSS abgescha¨tzt werden. Bei Wasser wird ein halbkreisfo¨rmiger Riss
(a/c = 1) ab einer Risstiefe von a ≈ 9 µm an der Oberfla¨che (KB) kritisch, wenn
man einen KIc-Wert von 5.65 MPa
√
m zugrunde legt. Bei beiden Schmierstoffen
unterscheidet sich die Kurve Kconst, die den K-Verlauf bei konstanter Spannung
angibt, ab einer Risstiefe von wenigen µm stark von den KA bzw. KB Kurven.
Da der KIc-Wert im Fall von Wasser schon bei geringen Risstiefen u¨berschritten
wird, wirken sich diese Abweichungen hier weniger stark aus als bei KSS, da hier
KIc an der Oberfla¨che erst bei relativ großen Risstiefen erreicht wird. Hier wird
der Spannungsintensita¨tsfaktor KA fu¨r keinen Wert a kritisch, wobei die Mode-
II-Anteile, die mit zunehmender Risstiefe an Bedeutung gewinnen, nicht in der
Berechnung von KA beru¨cksichtigt sind.
Anhand der K-Verla¨ufe in Abb. 6.24 ko¨nnen U¨berlegungen zur Ermu¨dung ein-
gebracht werden. Aus der Risswachstumskurve in Wasser (Abb. 5.9) kann ab-
gescha¨tzt werden, dass es ab einem Verha¨ltnis Kmax/KIc > 0.8 zu sehr hohen
Risswachstumsraten (> 1 µm pro 100 Zyklen) kommt. Daraus folgt, dass Risse
mit einem KI-Wert gro¨ßer 4 MPa
√
m nach kurzer Versuchsdauer kritisch werden,
was bei KSS auf Risse mit a > 15 µm zutrifft. Von dieser U¨berlegung ausgehend
wa¨ren Vorhersagen auf Basis konstanter Spannung weniger konservativ, wenn Er-
mu¨dung vorliegt. Daru¨ber hinaus deutet die hohe Zahl von Rissen an der Oberfla¨-
che an, dass vorrangig sehr kleine natu¨rliche Fehler im Bereich weniger µm durch
zyklisches Wachstum zur Scha¨digung beitragen. Fu¨r kleine Risse (a < 5 µm) sind
die Abweichungen der KA/KB-Kurven zu Kconst wiederum gering. Demnach wa¨re
der in dieser Arbeit verwendete Ansatz auf Basis der Standard-Version von STAU
eine gute Anna¨herung an die realen Beanspruchungen natu¨rlicher Fehler.
Generell zeigen die Ergebnisse des Wa¨lzversuchs, dass eine Beru¨cksichtigung von
Spannungsgradienten in der Versagensbeschreibung von STAU bei zyklischer Er-
mu¨dung wu¨nschenswert ist. Hierfu¨r wa¨re ein Ansatz notwendig, der nicht auf
der Integration eines empirischen Risswachstumsgesetzes basiert. Daher wird im
Rahmen des SFB 483 als Konsequenz dieser U¨berlegung eine andere Herangehens-
weise verfolgt, bei der Ermu¨dung durch die Vera¨nderung der R-Kurve modelliert
werden soll. Hierfu¨r wird das Gradienten-Modul in STAU derart erweitert, dass
der durch Versta¨rkungseffekte verursachte Ksh-Term in der Berechnung der kriti-
schen Rissla¨nge beru¨cksichtigt wird. Auf dieser Grundlage kann Ermu¨dung durch
die zeitliche Vera¨nderung bzw. Degradation von Ksh beru¨cksichtigt werden.
Eine Alternative zur konservativen Auslegung keramischer Bauteile unter Beru¨ck-
sichtigung von Spannungsgradienten ist die Verwendung eines Grenzwerts Kth,
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Abbildung 6.24: lokale K-Faktoren KA und KB fu¨r halb-elliptischen Oberfla¨chen-
fehler berechnet aus den FE-Spannungsverla¨ufen fu¨r Wasser (a)
und KSS (b); Kconst - K-Faktor fu¨r Kantenriss bei konstantem
Spannungsgradienten
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unter dem kein Risswachstum auftritt. Fu¨r zyklisches Risswachstum existieren
hierfu¨r enstprechende Werte in der Literatur [12]. Charakteristisch fu¨r diese (zy-
klischen) Grenzwerte bei Keramik ist, dass Kth ebenfalls von der Rissla¨nge ab-
ha¨ngt. Dieses R-Kurvenverhalten des unteren Grenzwerts Kth ko¨nnte mit der
vorgesehenen Erweiterung von STAU im Bezug auf R-Kurven ebenfalls beru¨ck-
sichtigt werden.
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Die vorliegende Arbeit hat zum Ziel, die Ermu¨dung keramischer Werkstoffe bei
zyklischer Beanspruchung in einer probabilistischen Zuverla¨ssigkeitsbewertung zu
beru¨cksichtigen. Zu diesem Zweck wurde das Programm STAU um einen Ansatz
fu¨r zyklisches Risswachstum erweitert. Die neu erarbeiteten Methoden wurden
anhand eines komplex beanspruchten Bauteils, einer Si3N4-Rolle in einem Wa¨lz-
versuch, angewendet.
Die Berechnung der Lebensdauer bei zyklischer Last in STAU basiert auf ei-
nem empirischen zyklischen Risswachstumsgesetz. Aus der Vielzahl vorhandener
Ansa¨tze wurde ein Potenzgesetz ausgewa¨hlt, das die Abha¨ngigkeit der Risswachs-
tumsrate vom Spannungsverha¨ltnis an einem Riss beru¨cksichtigt. Der Risswachs-
tumsexponent, der vom Spannungsverha¨ltnis abha¨ngen kann, wird in diesem An-
satz als konstant betrachtet. Diese Einschra¨nkung ergibt aus der Forderung nach
einer einfachen mathematischen Struktur des Risswachstumsgesetzes im Hinblick
auf die analytische Herleitung der Formulierungen fu¨r die Ausfallwahrscheinlich-
keit.
Die numerische Umsetzung der zyklischen Versagensbeschreibung erfolgt weit-
gehend unter Ausnutzung der vorhandenen Programmstruktur von STAU. Im
Gegensatz zur Vorgehensweise bei unterkritischem Risswachstum, bei der u¨ber
einen zeitlichen Verlauf der Spannung integriert wird, erfolgt die numerische Be-
rechnung auf Basis der einzelnen Zyklen eines Lastkollektivs. Dieses Lastkollektiv
ist durch die minimalen und maximalen Beanspruchungen definiert und kann je
nach Ort variieren. Liegen komplexe transiente Beanspruchungen (wie im Fall von
Abrollvorgha¨ngen) vor, ist es notwendig, die Informationen zur zyklischen Last-
geschichte innerhalb der STAU-Analyse automatisch zu ermitteln. Hierfu¨r wird
der zeitliche Hauptspannungsverlauf an den Randknoten eines Elements ausge-
wertet, woraus sich die Zeitpunkte der minimalen und maximalen Belastungen
in einem Element ergeben. Es hat sich gezeigt, dass die zyklische Lastgeschich-
te innerhalb eines Elements mit dieser vereinfachten Vorgehensweise hinreichend
genau abgebildet wird.
Ein Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Anwendung der neu entwickelten Me-
thoden anhand eines praxisorientierten Beispiels. Hierfu¨r wurde ein Wa¨lzversuch
an einer Si3N4-Rolle betrachtet, der aufgrund der gleitenden Kontaktbeanpru-
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chung als Modellversuch fu¨r eine ganze Klasse von Anwendungen wie z.B. Wa¨lzla-
ger, Drahtwalzen oder Zahnra¨der steht. In solchen Fa¨llen wird die Scha¨digung
ha¨ufig durch Risse an der Oberfla¨che bestimmt, die sich zeitabha¨ngig bilden. Da-
her eignet sich der Wa¨lzversuch gut, um den Einfluss von Ermu¨dung mit den
Methoden der Modellierung zu untersuchen und die STAU-Vorhersagen durch
Vergleich mit experimentellen Ergebnissen zu bewerten.
Ein wichtiger Beitrag dieser Arbeit zum Versta¨ndnis von zeitabha¨ngigen Scha¨di-
gungsprozessen bei Keramik liegt darin, dass die Beitra¨ge der Ermu¨dungsmecha-
nismen unterkritisches und zyklisches Risswachstum auf die Lebensdauervor-
hersage quantitativ verglichen werden. Bei der Vorhersage der Scha¨digung im
Wa¨lzversuch betragen die Unterschiede bis zu drei Gro¨ßenordnungen in der Aus-
fallwahrscheinlichkeit. Das wichtigste Ergebnis der Zuverla¨ssigkeitsanalyse des
Wa¨lzversuchs ist, dass die Scha¨digung quantitativ nur auf Basis einer Versagens-
beschreibung vorhergesagt werden kann, in der zyklisches Risswachstum beru¨ck-
sichtigt wird.
Die Ergebnisse von Lebensdauervorhersagen fu¨r keramische Werkstoffe unterlie-
gen ha¨ufig Unsicherheiten, die auf die Variation der Materialparameter zuru¨ckzu-
fu¨hren sind. Bei unterkritischem und zyklischem Risswachstum ist es vorrangig
der Risswachstumsexponent, der die Vorhersageergebnisse stark beeinflusst. Wa¨h-
rend die Variation des Risswachstumsexponenten bei unterkritischem Risswachs-
tum im wesentlichen durch Streuungen der zugrunde liegenden Messwerte bedingt
ist, kann bei zyklischem Risswachstum zusa¨tzlich eine systematische Variation des
Risswachstumsexponenten mit dem Spannungsverha¨ltnis vorliegen. Wenn dieser
Effekt wie bei der vorliegenden Si3N4-Variante signifikant ausgepra¨gt ist, erweist
sich STAU als wichtiges Werkzeug, um die Auswirkungen derartiger Unsicherhei-
ten auf die Zuverla¨ssigkeit zu bewerten.
In der vorliegenden Versagensbeschreibung fu¨r zyklisches Risswachstum wird ein
bruchmechanisches Versagensmodell verwendet, das von konstanten Spannun-
gen u¨ber den natu¨rlichen Fehlern ausgeht. Dies ist notwendig, da Ermu¨dung im
Rahmen der Weibull-Theorie zur Versagensbeschreibung bei stark variierenden
Spannungsfeldern nicht auf der Basis eines Risswachstumsgesetzes beru¨cksichtigt
werden kann. Werden die Spannungsvariationen nicht beru¨cksichtigt, kann dies
zu stark konservativen Vorhersagen fu¨hren. In der vorliegenden Arbeit konnte
gezeigt werden, dass Werkstoffe wie Si3N4 aufgrund der geringen Gro¨ße ihrer
natu¨rlichen Fehler weniger empfindlich gegenu¨ber Spannungsgradienten sind als
Werkstoffe, die nicht zur Klasse der hochfesten Keramik za¨hlen. Somit ist das in
dieser Arbeit verwendete Versagensmodell eine geeignete Na¨herung fu¨r die tat-
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sa¨chliche Beanspruchung natu¨rlicher Fehler hochfester Keramik unter gleitender
Kontaktbeanspruchung.
Mit der in dieser Arbeit vorgestellten STAU-Version steht ein verla¨ssliches Werk-
zeug fu¨r die Lebensdauervorhersage zyklisch belasteter keramischer Bauteile zur
Verfu¨gung. Die Ergebnisse aus der Analyse des Wa¨lzversuchs machen deutlich,
dass FE-basierte probabilistische Methoden im Hinblick auf Ermu¨dung auch fu¨r
Kontaktprobleme angewendet werden ko¨nnen. Dies ist von grundlegender Be-
deutung fu¨r komplexere Anwendungen wie z.B. Drahtwalzen, bei denen die Span-
nungsverteilung nicht durch einfache analytische Lo¨sungen ermittelt werden kann.
Die Arbeit leistet somit einen wichtigen Beitrag zur sicheren Gestaltung von Pro-
dukten, in denen Hochleistungskeramiken als Strukturwerkstoffe wechselnder Be-
lastung unterliegen.
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A Erga¨nzende Formeln zur
Ausfallwahrscheinlichkeit
Pf bei zyklischer Last fu¨r Oberfla¨chenfehler
Zyklisches Lastkollektiv
Pf(Nk) = 1 − exp
− 1
A0
∫
A
1
2pi
∫
ϕ
I dϕ dA
 (A.1)
mit
I = max
η∈[0;Nk]
[(
σeq,max(η)
σ0A
)n−2
+
σ20A
B
η∫
0
(
σeq,max(N)
σ0A
)n
·(1−R(N))p dN
] m
n−2
(A.2)
Periodisch wiederholtes Lastkollektiv
Pf(Z) = 1 − exp
− 1
A0
∫
A
1
2pi
∫
ϕ
I dϕ dA
 (A.3)
mit
I = max
η∈[0;Nk]
[(
σeq,max(η)
σ0A
)n−2
+
σ20A
B
( η∫
0
(
σeq,max(N)
σ0A
)n
· (1−R(N))p dN
+ (Z − 1) ·
Nk∫
0
(
σeq,max(N)
σ0A
)n
· (1−R(N))p dN
)] m
n−2
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A Erga¨nzende Formeln zur Ausfallwahrscheinlichkeit
Weibull-Darstellung
Pf(Z) = 1 − exp
[
−
(
Z
Z0
)m∗ ]
(A.4)
Z0 =
σ20A
B
(
A∗
A0
) 1
m∗
(A.5)
A∗ =
∫
A
1
2pi
∫
ϕ
Nk∫
0
(
σeq,max(N)
σ0A
)n
· (1−R(N))p dN dϕ dA (A.6)
Serielle Abfolge periodisch wiederholter Lastspektren
Pf = 1 − exp
− 1
A0
∫
A
1
2pi
∫
ϕ
I dϕ dA
 (A.7)
mit
I =
 σ20A
B
L∑
j=1
Z(j)
N
(j)
k∫
0
(
σ
(j)
eq,max(N)
σ0A
)n
(1−R(j)(N))p dN

m
n−2
(A.8)
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Vollsta¨ndige Formel fu¨r serielle periodische Lastspektren
Fu¨r Volumenfehler:
Pf = 1 − exp
− 1
V0
∫
V
1
4pi
∫
Ω
I dΩ dV
 (A.9)
mit
I = max
j∈[1,L]
{
max
η∈[0,N(j)k ]
{[(
σ
(j)
eq (η)
σ0V
)n−2
+
(
σ20V
B
)( η∫
0
(σ(j)eq,max(N))
n · (1−R(j)(N))p dN
+ (Z(j) − 1)
N
(j)
k∫
0
(σ(j)eq,max(N))
n · (1−R(j)(N))p dN
+
j−1∑
i=1
Z(i)
N
(i)
k∫
0
(σ(i)eq,max(N))
n · (1−R(i)(N))p dN
)] m
n−2
}}
(A.10)
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Abbildung B.1: Einzelauswertung der Lebensdauerdaten bei R = 0.1 und RT
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Abbildung B.2: Einzelauswertung der Lebensdauerdaten bei R = 0.5 und RT
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Abbildung C.2: Technische Zeichnung der Stahl-Rolle (Zeichnung: Iyas Khader,
IWM, Fraunhofer-Gesellschaft, Freiburg)
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D Herleitung zur Entwicklung der Rissdichte
Der Symmetriefaktor Sy berechnet sich aus dem Verha¨ltnis des Rollenabschnitts
Ai, der betrachtet werden soll, und der Gro¨ße des STAU-Elementsets ASTAU:
Sy =
Ai
ASTAU
(D.1)
Die Anzahl n der Risse auf der Rolle ist gegeben durch
n =
Ages
Ai
, (D.2)
wobei Ages die Rollenoberfla¨che ist.
Die Rissdichte φ wird im Bezug auf den Rollenumfang dRolle definiert:
φ =
n
pidRolle
(D.3)
so dass sie die Einheit [1/La¨nge] hat.
Mit Gl. (D.1)-(D.3) ergibt sich der Zusammenhang zwischen Rissdichte und Sym-
metriefaktor:
Sy = k · 1
φ
mit k =
Ages
pidRolleASTAU
(D.4)
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